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Sažetak 

 U ovom radu ćemo dati procjene sume  ℎ  pomoću elementarnih metoda. Navedena
suma je poopćavanje problema djelioca i koristi se u procjeni broja podgrupa konačnog indeksa u
kristalografskim grupama  ([1], [2]). 

 

UVOD 
Problem Dirichletovog djelioca je određivanje asimptotskog ponašanja sume 

 =∑



gdje označava broj različitih djelioca od prirodnog broja , kada  → . Korištenjem
elementarne metode Dirichlet je pokazao da vrijedi: 

 = ln +  −  +  

gdje je  Eulerova konstanta. Također je razmatrao općenitiji oblik: 

 =∑



, 

pri čemu označava broj načina prikaza pozitivnog broja  kao proizvoda  faktora,te je, 
također, elementarnom metodom dobio sljedeću asimptotsku formulu: 

 =∑



= ln + ,  = 
1

ln,  = ,, … 

gdje je polinom stepena  − . Cilj je pronaći najmanju vrijednost za  tako da vrijedi: 

 =  

za svaki pozitivan realan broj . 

Najopćenitija postavka problema je pronaći asimptotičku formulu za funkciju 

;;; = ∑ 
1

1
12

2⋯



2⋯

 , 
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kada  teži ka beskonačnosti, gdje je  prirodan broj, ,,⋯ ,je  −torkaprirodnih 
brojeva,  = ,,⋯ , i  = ,,⋯ ,su  − torkerealnih brojevaza koje još uvijek
vrijedi  <  ≤ ⋯ ≤ i  je realan broj veći od 1. 
C. Calderon, M. J. Zarate ([5]) i G. Bhowmik, J. Wu ([4]) su proučavali ovaj najopćenitiji
problem djelioca. U ovom radu, promatrat ćemo poseban slučaj općeg modela: 
 ℎ .Korištenjem elementarne metode i Huxleyovog rezultata ([6]) dobili smo bolji
rezultat za član kojim je iskazana greška u asimptotskoj formuli u odnosu na rezultate koji se 
mogu izvesti iz teorema u radovima [4]i[5].Naš glavni rezultat je sljedeća teorema: 

 

Teorema 1.1. 

∑ 

ℎ

=



− +  − ln + ln + ln + 

547

416
 

za svaki pozitivan realan broj . 

ASIMPTOTSKA PROCJENA ZA    
Da bismo dokazali našu teoremu,koristit ćemo Abelov identitet ([3], 4.2), identitet parcijalnih

suma Dirichletovog produkta ([3], Th. 3.10), Eulerovuformulu sabiranja ([3], Th 3.1), kao i 

nekoliko asimptotskih formula koje proizlaze iz Eulerove formule sabiranja: 

(i)   =   = ln +  −  + , gdje je  Eulerova konstanta. 

(ii) 


 = ln +  +  



 ,  označava Eulerovukonstantu. 

(iii) 


 =
1


+  + , ako je  > ,  ≠  i   = 




∞
 Riemannova 

zetafunkcija. 

(iv) −
ln

2 = ′+  
ln


. 

Dokaz od (iv):

−∑
ln




= −∑
ln



∞



+∑
ln




= ′+∑
ln




.

Posmatrajmo sumu
ln

2

 . Koristit ćemo Eulerovu formulu sabiranja ([3], Teorema 3.1, strana 

54.) i činjenicu da je
ln

2

′

<  na posmatranom intervalu: 

∑
ln







= ∫
ln








+∫ − [] 




′







+
ln


[]−  −

ln


[]−  
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≤ ∫
ln








+
ln


=
 + ln


−
 + ln


+
ln


. 

Pustimo da  → , dobivamo da je 

∑
ln




=  
ln


. 

Vrijednost′ = −
ln

2
∞
 je izračunao Glaisher 1894.godine.On je pokazao da vrijedi: 

− =∑
ln



∞



=



ln −  − ln,

gdje je  Eulerova konstanta ( ≈ .…) i  je Glaisher-Kinkelinovakonstanta ( ≈

.…).∎ 

Dokaz Teoreme 1.1.: 

∑ 

ℎ

=∑ ∑



=∑ ∑







 

=∑







∑






 −  ⋅  − ∫∑









 





 

=∑











ln



+  − 




+ √




−  ⋅  −∫ln +  −  + 







 





 

= ln∑





− ∑
ln




+  − ∑





+ ∑


/


 −∑



 

−∑ ∫ln +  −  + 







 

= ln +  −  −



+  +  




+  ′+  

ln


+ ∑



/




− ⌊⌋ −∑ 



ln −




+  − 




+ |









 

= ln +  



 + ln − ln+  − +  − ⌊⌋ 
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−∑ (



ln



−




+  − 




+ 








+




−
 − 


− )



 

=



−+  − ln + ln+ ln − ∑




3

2

+  

=



−+  − ln + ln+ ln − ( {


3

2

 −




+  



+  

3

2}) 

+ 

=



−+  − ln + ln+ ln + . 

 
 
 

1916. god., Hardy je pokazao da je inf  ≥



, pri čemupredstavlja realne brojeve za koji vrijedi 

asimptotska formula 

∑ =



ln +  −  + α 

za svaki pozitivan realan broj. 

Pod pretpostavkom da je asimptotska formula 

∑ =



ln +  −  + 
4  

tačna, dobivamo 

∑ 

ℎ

=



−+  − ln + ln + ln + 

5

4
, 

a ako uzmemo  Huxleyov rezultat: 

  = ln +  −  +  
131

416
, 

dobit ćemo: 

∑ 

ℎ

=



−+  − ln + ln + ln + 

547

416
.∎ 
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ZAKLJUČAK 
Asimptotske formule suma  ,  ℎ ,  

ℎ i ℎ mogu se iskoristiti za  
procjenu broja podgrupa konačnog indeksa  u kristalografskim grupama. Zeta funkcija 
grupe  se definiše kao =  


∈ℕ , gdje označavabrojpodgrupaindeksa  u . 

Zeta funkcija prvih 10 kristalografskih grupa može se naći u[1]i [2]. Koristeći ove
jednačinemožemo izračunati tačan broj podgrupa danog indeksau kristalografskoj grupi i
asimptotske procjene sume   . Tako npr. za kristalografsku grupu  imamo: 

 

∑


= ∑ 
123

−  ⋅ ∑ 
123

+  ⋅ ∑ 
123

+ 

+− ∙ ∑ 
8123

+ ∑ 


123

=



+ lnx 

za sve dovoljno velike . Ako posmatramo samo podgrupe konačnog indeksa koje nisu sadržane
u translacijskoj podgrupi , onda trebamo samo asimptotsku formulu za  ℎ . 
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ASYMPTOTIC ESTIMATION OF A GENERALIZED DIVISOR PROBLEM 
 

Summary 
 The sum  ℎ  will be estimated in this paper by using elementary methods. The sum 
 ℎ  is a generalization of the divisor problem and it is applied when estimating the number of 
subgroups of the finite index in crystallographic groups ([1], [2]). 

  


