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ASIMPTOTSKA PROCJENA JEDNOG GENERALIZIRANOG PROBLEMA
DJELIOCA

SaZetak
U ovom radu ¢emo dati procjene sume Ypmn<y MM pomocu elementarnih metoda. Navedena
suma je poopcavanje problema djelioca i koristi se u procjeni broja podgrupa konacnog indeksa u
kristalografskim grupama ([1], [2]).

UvOD
Problem Dirichletovog djelioca je odredivanje asimptotskog ponasanja sume
D) = ) d@w)
n<x

gdje d(n)oznacava broj razli¢itih djelioca od prirodnog broja n, kada x — co. KoriStenjem
elementarne metode Dirichlet je pokazao da vrijedi:
D(x) = xInx + (2y — 1)x + 0(v/x)

gdje je ¥ Eulerova konstanta. Takoder je razmatrao opcenitiji oblik:

De(x) = ) dy(w),

nsx
pri ¢emu dj (n)oznacava broj nacina prikaza pozitivnog broja n kao proizvoda k faktora,te je,
takoder, elementarnom metodom dobio sljede¢u asimptotsku formulu:

1
Di(x) = Z d,(n) = xp, (Inx) + Ay, 4 = 0(x %" %),k = 2,3, ...

nsx
gdje je prpolinom stepena k — 1. Cilj je pronaci najmanju vrijednost za a;, tako da vrijedi:
Ak — O(xak+£)
za svaki pozitivan realan broj ¢.

Najopcenitija postavka problema je pronaci asimptoticku formulu za funkciju

. . . _ aq ar a
D(n; B;a;x) = E m;tmy*emyt,
mflmsz---mznsx
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kada x tezi ka beskonacnosti, gdje je n prirodan broj, (m,, m,,---,m,)je n —torkaprirodnih
brojeva, a = (ay,a,, -+, ay)i B = (by, by, -+, b,)sun — torkerealnih brojevaza koje jo$ uvijek
vrijedi 0 < by < -+ < b,i1 x je realan broj veéi od 1.

C. Calderon, M. J. Zarate ([5]) i G. Bhowmik, J. Wu ([4]) su proucavali ovaj najopcenitiji
problem djelioca. U ovom radu, promatrat ¢emo poseban slucaj opcéeg modela:
Ynmh<x Nt m.KoriStenjem elementarne metode i Huxleyovog rezultata ([6]) dobili smo bolji
rezultat za ¢lan kojim je iskazana greska u asimptotskoj formuli u odnosu na rezultate koji se
mogu izvesti iz teorema u radovima [4]i[5].Na$ glavni rezultat je sljedeca teorema:

Teorema 1.1.

1 547
Z nm = ——m2x?(=1+ 6y — 24Ind + 2In(2m) + 2Inx) + 0 (x16™)

nmhsx

za svaki pozitivan realan broj €.

ASIMPTOTSKA PROCJENA ZA ), .nh<x MN

Da bismo dokazali nasu teoremu,koristit ¢emo Abelov identitet ([3], 4.2), identitet parcijalnih

suma Dirichletovog produkta ([3], Th. 3.10), Eulerovuformulu sabiranja ([3], Th 3.1), kao 1

nekoliko asimptotskih formula koje proizlaze iz Eulerove formule sabiranja:

() Ynexd(n) = Xgasx 1 = xInx + 2y — Dx + 0(Vx), gdje je y Eulerova konstanta.

(i) Xn<x % =lnx+y+0 (1) y oznacava Eulerovukonstantu.

(ifl) Yp<x % =— + {(s)+0(x7%),akojes >0,s #1i {(s) = —Rlemannova
zetafunkcua

(iV) Zn<x lnn ( (2) +0 (lnx)

Dokaz od (iv):

Inn c>olnn Inn , Inn
Tl Y YD)

nsx n=1 n>x n>x

Posmatrajmo sumuY>_ — ", Koristit ¢emo Eulerovu formulu sabiranja ([3], Teorema 3.1, strana

TL>X

Dy . (Inx)’ .
54.) i ¢injenicu da Je(;—f) < 0 na posmatranom intervalu:

y ’
Z“‘_":fy'”_tdt+f<t_ ) A =) = ()

2
n
n>x x
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j‘y Int Inx 1+Inx 1+Iny Inx
< - +—
. t? x? x y x?

Pustimo da y — oo, dobivamo da je

Inn Inx
o[t
n X

n>x

Vrijednost{'(2) = — X3, llil—]:je izra¢unao Glaisher 1894.godine.On je pokazao da vrijedi:

, Clnk 1
') = Z — = (124 — y — In(2m)),
k=2

gdje je y Eulerova konstanta (y = 0.5772156...) iA4je Glaisher-Kinkelinovakonstanta (A =
1.2824271 ...).m

Dokaz Teoreme 1.1.:

> mm=)" > qd@) =) qu(q)

nmhsx n=x qn d=x g
=2 12 Zd(q) —1-1—f2d(q)dt}

dsx q<— 1 gst

r z )

2;%(5 x+(2y_1) +0<\fd>)—1 1—f(t1nt+(2y—1)t+0(\/_))dt}}
—lenx;ﬁ—x ;lz—f+(2)/—1)x2;c %‘FO(X\/E; #)—;1
—; 1f(tlnt + 2y — Dt + 0(Wb))dt
= (x%Inx + 2y — Dx?) {—% +{(2)+0 (%)} + x? <f'(2) +0 (%)) +0 (x\/}; #)

IR

2 2 2 d

— |x] —Z <%lnt —%+ 2y — 1)%+ O(t\/E)>
dsx

2

= {(2)x?Inx + x? (% (y + In2m — 121nA)> + x2(2y — 1){(2) + 0(xvx) — |x]

1
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—z x—lnf—x—+(2y—1)—+0<x\/_>+%—(2y—_1)—0(1)

Li\2d* " d  4d? 2d? d/d 2

1

= 577 X% (=14 6y — 24In4 + 2In(2m) + 2Inx) — (x\/_Z ) + 0(xvx)
dsx A2

=

1
=57 2x2(=1 + 6y — 24InA + 2In(27) + 2Inx) — O | x/x

+0 (xvx)
= inzxz(—l + 6y — 24InA + 2In(27) + 2Inx) + O (xV/x).

+¢(3)+o(x)

1916. god., Hardy je pokazao da je infa > i, pri cemuapredstavlja realne brojeve za koji vrijedi

asimptotska formula

z d(n) = xInx + (2y — 1)x + 0(x*+)

ns<x

za svaki pozitivan realan broje.

Pod pretpostavkom da je asimptotska formula

z d(n) =xhnx + 2y — Dx + 0(Vx)

n=<sx
tacna, dobivamo

1 5
Z nm = ﬁnzxz(—l + 6y — 24InA + 2In(2m) + 2Inx) + 0(x+"%),

nmhsx

a ako uzmemo Huxleyov rezultat:
131

Ynexd(n) =xlnx + Qy —Dx+ 0 (x416 )

dobit ¢emo:

1 547
Z nm = = m2x?(—1+ 6y — 24InA + 2In(2m) + 2lnx) + 0 (x31c™). m
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ZAKLJUCAK

Asimptotske formule suma <y My Dnmh<x M Snmh<x MM 10 mmn<x MM Mogu se iskoristiti za
procjenu broja podgrupa konacnog indeksanu kristalografskim grupama. Zeta funkcija
grupe G se definiSe kaol;(s) = Yneny an(G)n™5, gdje a,0znatavabrojpodgrupaindeksa nu G.
Zeta funkcija prvih 10 kristalografskih grupa moze se nac¢i u[l]i [2]. Koriste¢i ove
jednac¢inemozemo izraunati taCan broj podgrupa danog indeksau kristalografskoj grupi i
asimptotske procjene sume Y., <, @, (G). Tako npr. za kristalografsku grupu Cc imamo:

Z an = Z n,n; — 3 Z np;ns + 10 - Z n2n3 +

nsx NqNyN3z<x 2nqnynz<x 4ninynz<x
2,3
m°x°¢(3)
+(—8) . Z npn; + Z n2n§ = T + O(XZIHX)
8ninynz<x 2nqnynz<x

za sve dovoljno velike x. Ako posmatramo samo podgrupe kona¢nog indeksa koje nisu sadrzane
u translacijskoj podgrupi T, onda trebamo samo asimptotsku formulu za Y,,;,5<, M.
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ASYMPTOTIC ESTIMATION OF A GENERALIZED DIVISOR PROBLEM

Summary
The sum Y pmn<x MM Will be estimated in this paper by using elementary methods. The sum
Ynmh<x MM is a generalization of the divisor problem and it is applied when estimating the number of
subgroups of the finite index in crystallographic groups ([1], [2]).
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