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POSTUPAK PARAMETRIZACIJE KRIVE
PRI RACUNANJU KRIVOLINIJSKOG INTEGRALA

SazZetak
Krivolinijski  (linijski, krivuljni) integrali imaju veliki znacaj u Cistoj i
primljenjenoj matematici. Oni se dovode u vezu sa radom, potencijalnom energijom,
strujanjem toplote, cirkulacijom fluida i drugih fizikalnih pojava u kojima se proucava
ponasanje vektorskog ili skalarnog polja duz neke krive. U radu se prezentuje nacin
parametrizacije jednacine zadane krive i racunanje krivolinijskih integrala prve i druge
vrste duz krive u ravni ili u prostoru.

Kljucne rijeci: parametrizacija, racunanje krivolinijskog integrala, krive u
ravni, parametarski oblik jednacine krive u ravni i prostoru

Summary
Line integrals are of fundamental importance in both pure and applied
mathematics. They occur in connection with work, potential energy, heat flow, circulation
of a fluid and other physical situations in which the behavior of a vector or scalar field
is studied along a curve. In this paper we present how to write down a set of parametric
equations for a given curve. Parametrization is a method of evaluating certain line
integrals (of the first and second kind) along plane curves or space curves.

Key words: parametrization, evaluating line integrals, plane curves, parametric
equations for plane curves and space curves.
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Krivolinijski integral prve vrste (po luku)

|Yi+1'Yi|{

Slika 2

1. Definicija krivolinijskog integrala po luku

|xi+l'xi|

Neka je AB =5 orijentisani luk' neke neprekidne krive S u

xOy ravni, koja se moze rektificirati?, i neka je f(x,y) neprekidna

funkcija definisana® na luku YUB = skrive S (vidi sliku 1).

A ) Napravimo podjelu luka 4B
Slika 1

S na n parcijalnih lukova tackama
A=M(xy,,), M, (x;,y,)
v My, 3y) e Mi(x,,),
M, (X5 Vi) e M (X5 Y,0)

, B=M,(x,,y,) 1 na svakom

X, X, X, - x

%X - %% X parcijalnom luku MiMM uzmimo

po jednu proizvoljnu tacku N,(&;, ;). Oznacimo sa As, vrijednost

As, = \/(xm ~x,)"+(»,,, —»,)°> (primijetimo da As, predstavlja

pribliznu duZinu parcijalnog luka M[M . (vidi sliku 2)).
Formirajmo zbir

S (kA = F Gor Ay + F (o t)AS, + ot S (ot IS,

' Orijentisan luk - luk za koji smo jedan kraj odredili da je pocetak luka i a drugi

kraj luka.
2 Rektificirati - naivno receno, ako "ispravimo" krivu, ona ¢e biti konacne duzine.

Definicija rektifikacije krive u ravni je sljedeca: Neka je dat luk AB koji je
podijeljen na 7 parcijalnih lukova tackama A4 =M (xy,,), M,(x,,y,)

s My(xy,9,) e M50 Mo (X Vi) e ML (X0 0,0)
B=M,(x,,y,).0vu podjelu oznacimo sa P = {MoaMp-'-Mn}- Ako je

n—1
2 2
suma 2\/(xk+1 =%)"Y = Vi) ogranicena za sve podjele P luka

k=0
QB , tada za luk kazemo da se moze rektificirati. Neprekidna nerektificibi-
jalna funkcija je npr. S(x)=xcos(m(2x) za x=0, f(0)=0.

3 Definisana - funkcija f(x,y) u svakoj tacki M (x,y) luka UB ima
odredenu konacnu vrijednost.
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koji se prostire na sve parcijalne lukove M,'Mm- Granicna
vrijednost ovog zbira (pod uslovom da je konacna), kada se broj

parcijalnih lukova M,—M,ﬂ uvecava beskonacno, tako da njihova
duzina tezi nuli (a time i As, tezi nuli), zove se krivolinijski integral

funkcije f(x,y) po luku s (ili duz luka QB) krive S i obiljezava se

sa [f(x,y)d (lisa [ f(x,)ds),
S Prema tome v
[ s i S (&), = fim 3 (&0 )0
2. jednaBprimjena krivolinijskog integrala po Iukul

Ako u definiciji krivolinijskog integrala umjesto funkciju

f(x,y) stavimo 1 (jedini¢na funkcija - funkcija koja ima vrijednost
1 za sve realne x i y ) dobit ¢emo

[1ds= limfAsi = lim Y As,
iz n—o 4 As; =0 As,

a odavdje vidimo da krivolinijski integral jds predstavlja duZinu

uka s = QB . 4

—

3. Postupak parametrizacije

Postavljamo pitanje: ZasSto datu krivu uopce i trebamo
parametrizirati? Odgovor na ovo pitanje nalazi se u teoremi 1.
Poslije spomenute teoreme namece se novo pitanje: MozZe li se
krivolinijski integral izracunati i bez parametrizacije?

Teorema 1

Neka je kriva AB =s data u obliku parametarskih jednacina
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x=¢() y=w(t) a <t < f,nekaje glatka® i neka nema singularnih®

tacki. Dalje, neka je funkcija f(x,y) neprekidna na luku s. Tada
vazi formula

B
[ £Gep)ds = [ flo@wOWe O +y ()t
4B a
Dokaz:

Pokusajmo objasniti Sta za koordinatu x krive g(x,y)=0
znaci kada je data u parametarskom obliku x=¢(¢) a<t<p
. To znaci da su vrijednosti x,,x,,..., x, (x-koordinate tacaka
M, M,,..M, krive g(x,y)=0) jedinstveno odredena sa
parametrom ¢. Pa recimo neka je interval [a,ﬁ] podijeljen sa

a=t,<t <..<t,_, <t =ptakodavrijedi x, =(t,) k=12,..,n.
(vidi sliku 3). Sli¢na prica je i sa koordinatom y , s napomenom da je

funkcija w(¢) po definiciji takva da vrijedi y, =y(¢,) za k=1.2,...,n.

Sad posmatrajmo
Slika 3 X
n—l1
As; 1 napiSimo ,EEEZ}ASI

pomoc¢u novih parametarskih -
promjenjivih. Po definiciji je

2 2 74
As, :\/(xm —x,) (Vi =) N

5 _ .
Tacka (x,,,) u novim

oznakama ima oblik (¢(#,) w(¢,) ,tacka (x,,y,) postaje (¢(t,) w(t,)

, ..., tacka (x,,y,) postaje (¢(¢,) w(¢,) . Unovim oznakama As, ima

oblik As, = \/ (o(t.,)—ot) > +w(t,)—-w(t) . Uvedimo oznaku
At, =t,,, —t, i primijetimo sljedece

4 Glatka - za funkciju kazemo da je glatka ako u svakoj tacki ima izvod. Graficki
to znaci da funkcija nema "¢oskova".

> Singularna tacka - tacka (xo,yo) naziva se singularnom tackom krive

oF oF
F(x,)=04ko je a—(xo,yo) = a—(xo,yo) =0. Tacke na krivoj koje
X

nisu singularne nazivaju se obi¢nim tackama krive.
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NV B w7y e ey W \/[aj(t,ﬂ)—co(r,.)} +[w(t,»+l)—t//(ti)j

t - tl tl+1 - tf ll+1 - li

i+l

Prema definiciji izvoda znamo da HmM:(B‘(p),
pa mozZemo zakljuciti da to>p p—t

n-l n-l 2 2 B
imS As, = lim \/((p(t,-+1)—¢(t,-)j +(u/(t,-+l)—u/(t,-)] s, = [0 + w0 d

i=1 i=1 L~ L L~

(jasno je da ¢, >t,, kad n— )" Iskoristimo ovo i uvedimo

parametarske jednacine x =¢(t) y =w(¢) @ <t < [ u nasu pocetnu

formulu If(x,y)d ( prisjetimo se & €[x,,x,,], & €[y, yi.] su
B

[ =lim (s, =

“timS £(E ) m(,) \/(qo(m])—q)(mJ {v/(t,-ﬂ)—w(ziq At =

t, —t b —t

i+ i+

“ i3 (o) v,) \/(co(t,;l)—at,-)} +(z//<t,-+l>—u/(t,->j A, =

-t t.,,—t

i+l i i+l i

i i

B
= [ foty y () o™ (O +y"” (0)d

proizvoljne tacke).
$to je i trebalo dobiti. Time je dokaz zavrSen.

¢ Ovdjesmoiskoristilidefiniciju Rimanovogintegrala.Radicjeline tekstanavedimo

jednu od definicija Riman-Stiltjesovog integrala: Neka je p — {xo,xl’___,x }
def "

particija intervala [a,b], Aa, =a(x,)—a(x,_,) i neka je t, tacka

podintervala [xk_l,xk]. Sumu oblika S(P, f,a) = Zf(tk)Aak zovemo

Riman-Stiltjesova suma funkcije f s obzirom na &', Kazemo da je f
Riman-integrabilna s obzirom na & ako postoji broj A4 koji ima sljedece
osobine: Za svako & >0 postoji particija P, intervala [a,b] takva da za
svaku particiju P finiju od P, i za svaki izbor tacki ¢, € xkfl,xk] imamo

IS(P, f.a)—A|<¢.
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Zadatak broj 1 V4
Izracunati krivolinijski integral R
m| y|ds gdje je kriva ¢ lemniskata X
(x* +y*)? = a*(x* — y*) (vidi sliku 4). Slika 4
RjesSenje:

Zadatak ¢emo rijeSiti na Cetiri nacina. Na osnovu teoreme
1, ako je x=pn) y=n) 4 <tst, parametarski oblik krive C,

krivolinijski integral §f(X, )4 racunamo po formuli:
C

§reed = [ 1@ n@) @ ©+0'o d

Prema tome, da bismo izracunali dati integral, potrebno je
datu lemniskatu parametrizirati. Postupak parametrizacije ¢emo
pokazati na Cetiri razlicita nacina.

I nacin (parametrizacija pomocu pravih)

Posmatrajmo nekoliko proizvoljnih pravih u ravni, recimo

1 1
prave y:6_x, y=§x’ y=x, y=2x y=b x_ Skice grafika ovih

pravih u x0yravni izgledaju kao na slici 5.a). Ako pokuSamo naci
presjecne tacke ovih pravih sa lemniskatom, imat ¢emo nesto kao
na slikama 5.b) i 5.¢).

Slika 5

Data prava sa lemniskatom mozZe imati najviSe dvije zajednicke

tacke (vidi sliku 6.a)). Ako pustimo da parametar £ iz familije pravih y = kx

uzima vrijednost od 0 do +ooi za svako fiksirano & nademo presjecnu
tacku prave sa lemniskatom, imali bismo otprilike grafik kao na slici 6.b).
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Na isti nacin, ako posmatramo prave oblika y=kx gdje je
-0 < k <0, dobili bismo grafik kao na slici 6.c).

Prema tome. lemniskatu c¢: (x* + )’ =a*(x”> —y*) moZemo
napisati u obliku

(¢ +(kx)*)* = a* (x* = (kx)")
(x2+k2x2)2 :a2(x2_k2x2)
A+ x* =a*(1-kH)x* /:x°
¥ = az(l_kz)

1+ k)
iaw/(l—kz) =+ka«/(l—k2)

= +
1+ k° Y 1+k%

Iz zadnje dvije jednakosti mozZemo zakljuciti da je
parametarski oblik lemniskate

ia«/(l—kz)

1+ k2

' _+ka (1-k%) Pitanje: Zasto smo stavili
c: y__T daje ke[—l,l] ?

-1<k<1

Izracunajmo dati integral:

zbog simetricnosti lemniskate

uodnosuna x—osu

iy 1ds =

zbog simetricnosti lemniskate

= 2ff »|ds =

1

uodnosunay—osu

=2-2[f|| y| ds = 4[f]| y | ds

373



MATEMATIKA

gdje je

_ af1-i) o ak(k®-3)

X=Xf——— = X

1+ 42 S -k

. kar/(1- k%) . —aBk’-1)

1+ k> Lo+ Ja=ie)
' ' _aZ a2
S e
. ' a
X2 +y0 =
1—k

gj|y|ds—4[|j|y|ds—4j|y|\/xk +0,7 k= 4I'“’1(+1kzk NN T

=4 21—dk=...=4 2—0)W2-2)=2a°2-2
“Lmﬁﬁ @ D2-2) =202 -2)

I nacin (parametrizacija pomocu parabole)

Parametrizirajmo lemniskatu uz pomo¢ familije parabola y = px?,
Ciji su grafici otprilike oblika kao na slici 7.a).

Slika 7 ‘ a) \_/‘\J b)

za 0< p <+w. Ako fiksiramo p i posmatramo presjek lemniskate
sa parabolom, kao rezultat imamo najviSe dvije zajednicke tacke.

Sad ako pustimo da p uzima vrijednosti od 0 do +wi za svako
fiksirano p nademo presjecnu tacku parabole i lemniskate, imali
bismo otprilike sljedeci grafik presjecnih tacki: vidi sliku 7.b).
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Slicna prica vazi i za slucaj kada posmatramo familiju
y=—px” zavrijednosti 0< p <o,
Sad ako stavimo smjenu y=#+px’ u jednacinu lemniskate

(x> +y°)Y =a’(x*—»*) mozemo dobiti jednacinu lemniskate u
parametarskom obliku. Mi ¢emo, radi sloZenosti, formulu izostaviti,
a Citalac se upucuje da je izvede.

Isto tako, napomenimo da dobijeni parametarski oblik
lemniskate na ovaj nacin, u nasem zadatku, ne pomaze da integral
izracunamo na lagan nacin.

Il nacin (parametrizacija pomocu krugova)

Parametrizirajmo lemniskatu uz pomo¢ familije krugova.

Lemniskata (x*+ »°)* =a’(x*—»") u presjeku sa nekim krugom
moze da ima najviSe Cetiri zajednicke tacke (vidi sliku 8.a)).

Slika 8 y
- X
a)
Od ranije znamo da je jednacina kruga u parametarskom
X=7rcosQ
obliku sljedeca < y =rsin¢g . Ako pustimo da 7 uzima vrijednosti
0<p<2r

od 0do a, a ¢dauzima vrijednosti od 0 do 27 i za svaki dobijeni
krug nademo presjecne tacke kruga i lemniskate, imali bismo
otprilike grafik kao na slici 8.b).

Stavimo smjenu x=rcos@ i y=rsing u jednacinu
lemniskate. Imamo
(r* cos’> @ +r’sin® @)’ = a’(r* cos” @ —r* sin® )
r*=a’r’(cos’ p—sin* @) /i1’
r* =a’(cos’ p—sin’ @)

r= a\/(cos2 @ —sin’ @) = a/cos 2¢
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Prema tome, jednacina lemniskate u parametarskom obliku
izgleda ovako

X =a,/cos2¢ cosp
' . Pitanje: Zasto smo stavili
¢ Y = ay[cos2¢p sing ogranienjeza ¢@ ?
_Z Z\y|2EcE
v 4’4 4° 4

Sad imamo

iy 1ds =

c

lemniskata c je simetricna

uodnosunaxiy —osu

= 4':|‘a«/cos 2¢ singo\/coi_z(pdgo =

1
= 4azjsin¢d¢ = 202(2—\/5)
0
IV nacin (parametrizacija pomocu astroide)

X=pcos t
Parametarski oblik astroide je { y = psin’ ¢ . Ako posmatramo

0<t<L2n
familiju astroida u kojima parametari p i ¢ uzimaju vrijednost

0< p<ooi0<¢t <27 inapravimo presjek te familije salemniskatom
imat ¢emo grafik kao na slici 9.a).

y

Prema tome, lemniskatu moZemo parametrizirati ako uvedemo

smjene x = pcos’ ¢ i y = psin’ ¢ ujednacinu (x* +y*)* =a’ (x> —°).
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Radi sloZenosti, parametarski oblik lemniskate dobijen na
ovaj nacin izostavljamo. Citalac se upucuje da pokusa izvesti datu
formulu.

Isto tako, parametrizacija na ovaj nacin ne pomaZe nam za
lagano izracunavanje datog integrala.

Krivolinijski integral druge vrste vrste (po luku)

Najces¢i nacin rjeSavanja krivolinijskog integrala Il vrste
po nekoj konturi ¢ je parametrizacija te konture, tj. napisati
jednacinu krive ¢ u parametarskom obliku. Kao osnovne primjere
parametrizacije imamo:

— jednacinu kruznice (x—p)2 +(y—q)2 =r°, diji je centar
tacka S(p,q) i poluprecnik >0, Ciji je parametarski oblik
xX=p+rcostAny=q+rsint,0<¢t<2r;

5 2
_ jednacinuelipse (x;zp ) +(y—2q)

=1 sapoluosamaa>0ib >0,

cijijeparametarskioblik x = p+acost A y=g+bsint,0<t<2r;

2 2
x_ —
— jednacinu hiperbole ( zp) —(yb2q) =1, ciji je parametarski
a

oblik x=p+L/\y:q+btgt,te[—7r,7r],t¢i£; Za desnu
cost 2

granu ove hiperbole (tj. ako je X>pP) mozemo koristiti i
parametarske jednacine odredene hiperbolickim funkcijama

x=p+achtny=q+bsht,te(—o0,+x).

Primjeri 1: Izracunati krivolinijske integrale

A L=[(y)dee () v (Fa)dz ako e o

.« . .o C. .
pozitivno orijentisana kontura elipse x* +3y* =4, x+z=2.

Rjesenje:1zjednacine x* + y* = 4 slijedi x = 2cost, y = 2sint, 0<t <27,

aiz x+z =2 slijedi z=2-x=2-2cost=2(1-cost). Dakle,
x=2c0st = dx =-2sintdt
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y=2sint = dy =2costdt

z=2(1-cost)=> dz =2sindL.
Dobija se integral
2z 2z
I = j(4coszt+2sint)(—2sint)dt+ j (4sinzt+2—2cost)2costdt+
0

0
2z

+I (4—8cost+4cos2 t+2cost)25intdt.
0
Nakon sredivanja podintegralnih izraza i spajanja u jedan

integral dobijamo
2z
I, = j(—4+4cost+8sint—12sintcost+8sin2tcost)dt
0

27
Ovaj integral se svodi na _[(—4)dt =—87, jer integracija po
ostalim sabircima daje nulu. 0

b) I, = J.nydx+zzdy+x2dz, ako je c pozitivno orijentisana

kontura elipse 2x*> +2y* =z>, x+z=a, a>0.

Rjesenje: Projekcija konture na xOy ravan daje nam jednacinu

2 2
xX+a
( 2) ey

2242y =(a—x) 212y =24
X +2y (ax)<:>(x+a)+y a<:>2a ;

Time dobijamo parametrizaciju

x+a:a«/zcost,y:asint,z:a—x:a—(a ZCost—a):a(Z—«/zcost),()Sts27:.

Osim toga, dx=—a~2sintdt,dy = acostdt,dz = a2 sintdt,

paje integral /, jednak

T[Zaz sint(\/zcost—l)(—a\/z)sint+a2 (2—\/5cost)2 acost+a’ (\/Ecost—l)2 a 25int}dt
0

Sredivanjem izraza i rjeSavanjem integrala dobija se 7, = 2a°72.

o I, :jzzdx+x2dy+y2dz, ako je c¢ pozitivno orijentisana

X +y

. 2 2
kriva X~ +y” =2ax,z = ,a>0.
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d I1,= J(yz +Zz)dx+(x2 Jrzz)afy+(x2 +y2)dz, ako je ¢
gornja petlja (zcz 2) krive x* + y* =2x, x> + y* + 2 =4z, pozitivno
orijentisana.

Rezultat: /, =——.

U slucaju da je kriva c data jedna¢inom u implicitnom obliku

£, (%, y)=g,.(x»), gdiesu f,, odnosno g, , homogeni polinomi
stepena n, odnosno n—1, moZemo uvesti parametar t stavljajuci
y =tx, nakon Cega se rjesava x i y preko t.

Primjeri 2: Izracunati povrsinu figure u ravni koja je odredena krivom

_________________________________________________________________________________________

Rjesenje Ako je y=tx, tada je

3at B 3at?
+7 1+

x3(1+t3):3atx2 :>x:1

Dakle, parametrizacijom Dekartovog lista dobijamo

2
parametarski oblik jednacine te krive x= 3at3 Ay = 36”3 ,£>0.
Diferenciranjem slijedi: 1+¢ 1+¢

3a(1-21") 3a(2t-21")
dv="——dr dy=""—— L.
1+1 1+1¢
() (1)

TraZena povrsina jednaka je

P=ljxdy—ydx=lw 3at3.3a(2t—22t) 3ar> 3a(1 2% t:%]‘: tZdtz-
27 291 1+¢ (1+t3) 1+7 (1+,) 2 0(1+[3)

2
Posljednji integral se lako rijesi smjenom 1+ ¢ = z. Dobijase P = 3%.

_________________________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________________________
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Rjesenje: Ako je y =tx, tada je

at’

(1+t)4'

————=dt, paje povrsina

x4(1+t)4=atx3:>x— ==

(1+t)
a(1-31) a(2t-2r

v YT Ty

Zato je dx =

figure jednaka

Zt 21 2 _ 20 2 | 3 20 2
:—I[ ) all 3f)}t:a_jt;f9dt:a_jt_sd,,
1+t 29

1+t) (1+t)4 (1+t)5

Uzimajudi smjenu 1+¢ =z, slijedi:

200, 1) 2 (oo o 2 2
@ udt:a_(jd_g 2de+jd_§J a (ngj @
2 2 1z 1 Z z

_________________________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________________________

Rezultat: P = l +—

9(
Neke krive, kao npr. lemniskata, imaju najjednostavniju
jednacinu u polarnim koordinatama. To moze biti polazna osnova
da tu krivu napiSemo u parametarskom obliku.

Primjeri 3:

| a) Izracunatiintegral [ = '[yzdx+zzdy+x2dz, ako je ¢ dio tzvi
Vivianijeve krive dobijene u presjeku sfere x* + y* +z* =a* (a > 0),
i cilindra x*+)* =ax, za z>0, prolaze¢i u smjeru suprotnony
kretanju kazaljke na satu, ako se posmatra sa pozitivhog dijela

E(x>a) ose Ox. |

________________________________________________________



MATEMATIKA

RjeSenje: ~ Prelaze¢i na  polarne  koordinate  formulama
x=rcospAy=rsing, jednacina cilindra x*+)*=ax se

transformiSe u r=acos@. Zbog poznate cinjenice da je r>0,

imamo da je cos¢20:>—%£g0£%.

Jednacina sfere x*+)>+2z° =4’ se transformiSe u

r’+z"=a> = z=+/a’—r" (imajudi u vidu da je z>0). Sada smo
u prilici napisati jednacinu Vivianieve krive u parametarskom obliku
— parametar Ce biti ¢.

z:\/a2 —r :\/a2 —a’cos’ @ :4/a2 (l—cos2 (o) =.Ja’sin’ ¢ :a|singo|.

2
x:rcosqoz(acosgo)cosq):acos o;

y=rsing =(acos@)sing = asin pcos ¢;

Treba uzeti u obzir da zbog —%S({)S% velicina sing

mozZe biti i pozitivna i negativna, pa prilikom vadenja posljednjeg
korijena uzimamo apsolutnu vrijednost.

Dalje slijedi:
dx =—-2asin ¢ cos pd g,

dy = a(0052 @ —sin’ go)dgo =acos2pdop,

dz=sgn@-acospdp,p + 0.

Uvrstavajudi u polazni integral, dobit ¢emo:

i
-acosg|de
3
=a’ [ (-2sin” poos’ p+sin’ peos’ p—sin’ g +sen pcos’ p)do.

oz
2
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Posto je —2sin’ pcos’ @ +sgn @ cos’ @ neparna funkcija od ¢,
integral po tim sabircima je nula. Ostaje nam

3

3
(sm @cos” p—sin (p)d(p a3J51n @(cos’ p—sin (p)d(p a cos2¢pd g

N
Q

w
—o |y

1—cos2¢p
2

mig'—l“hi

I
ol
wly

________________________________________________________

________________________________________________________

Rjesenje: Jednacina lemniskate u polarnim koordinatama je

r=asjcos2¢ (vidi sliku i izvodenje jednacine u zadatku br 1).

Desna petlja lemniskate (x> 0) se dobije za ¢ {—% %} a lijeva

37 Sx
x<0)za .
( )za pe {4 4}

Sada moZemo kao u a) napisati parametarski oblik jednacine
lemniskate, uzimajuci kao parametar ugao ¢:

X =acose cosZgo:Mlx:a[_sin(p ,COSZ(p—Cosq) sin2¢ quJ:—a sin3¢p do

cos2¢p \Jcos2¢

y=asing COSZ(/J:>dy=a(COS(/J«/COSZ¢)—sin¢) Sin 2¢p Jdgaza cos 3¢ do.

\Jcos2¢ AJcos2¢

Zbog simetri¢nosti lemniskate dovoljno je racunati jednu

. . . .. . T
cetvrtinu njene povrsine, ako je ¢ € [O,Z}. Dakle,

- :—J-l:acos(/?\/m am—asmq) cos2q0( \/S%J:ldqﬂ

2
a

"2

2

3
(cosgocos 3(p+sing0sin3g0 az Jcos 2pdp =—
0

Oy [N
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Otuda je traZena povrsina P =a’.
Parametarski oblik jednacine lemniskate mozZe se dobiti i
. we 2
uvritavanjem y = xtg¢ u jednacinu (x2 + y2) =a’ (x2 —yz).

Dobijaseidenti¢naforma x = a cost+/cos 2¢, y = asint~/cos2t.

————————————————————————————————————————————————————————

c) Izracunati [ = j(x+y)dx—(x—y)dy, ako je ¢ petlja krive

r=acos3@, a>0, od tacke qo:—% do tacke ¢ =—.

________________________________________________________

Rezultat: I =— a
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