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Diferentne jednadzbe i sistemi diferentnih jednadzbi imaju sve
Siru primjenu u mnogim podrucjima nauke prije svega u matematickoj

bilogiji, epidemiologiji i ekonomiji gdje (n + 1) -va generacija ili
stanje sistema zavisi od n-prethodnih generacija ili stanja. Imajuci na
umu znacaj proucavanja diferentnih jednadzbi i sistema diferentnih
Jjednadzbi, u ovom radu smo se odlucili da detaljnije izuc¢imo fenomen
bifurkacije, odnosno bifurkacije udvostrucenja perioda.

Kljucne rijeci: bifurkacija, preslikavanje, globalno stabilna
mnogostrukost, monotonost, rjesenje perioda dva.

Summary

Difference equation and systems of difference equations, have
increasing use in many areas of science primarly in mathematical
biology, epidemiology and economy where (n+1) — st generation or
system state depends of n-previous generations or states. Having in
mind importance of studying difference equations and systems of
difference equations, inthis workwe have decided furtherto investigate
phenomenon of bifurcation, or period-doubling bifurcation.

Key words: bifurcation, map, globally stable multiplicity,
monotone, solution of period two.

Uvod

Proucavanje promjena o kvalitativnom ponasanju rjesenja
diferentne jednaCine kada parametar varira naziva se teorija
bifurkacija. Kaze se da diferentna ili diferencijalna jednacCina ima
stabilnu periodi¢nu strukturu ako se kvalitativna struktura rjeSenja
ne mijenja za male promjene (varijacije) parametara. Vrijednost
parametra za koju se kvalitativna struktura rjeSenja mijenja naziva se
bifurkaciona vrijednost.
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Postoji korisna graficka metoda za opisivanje kvalitativnih
promjena u globalnom ponasanju diferentne jednacine

Xpey = F(Ax,), n=0,1,.. (1)
u zavisnosti od parametra A. Metoda se sastoji iz crtanja krvih u (A,x)
— ravni, gdje krive opisuju grani¢ne vrijednosti za svaku vrijednost
parametra A iz nekog intervala. Crtanjem ovih krivih dobijamo

dijagram bifurkacije.

1. Teorija bifurkacija i monotona preslikavanja

Posmatrajmo diferentnu jednacinu
Xpsy = f(x,), n=0,1,.. 2

gdje je f € C[ J.J] za neki interval J realnih brojeva.

Definicija 1. Neka je {x,}a=q rjeSenje jednacine (2).

1. {x,}u=g je monotono neopadajuli niz ako je
Xp4q = X, zasvako n = 0.

2. {x,, =g je monotono nerastuci niz ako je
Xp1q1 & %, zasvako n = 0.

3. {x, )5, je monotoni niz ako je niz {x, }a=y ujedno i

monotono neopadajuci ili monotono nerastuci.

Lema 1. Pretpostavimo da je ff neopadajuca funkcija, i neka je

{x, )=y rjeSenje jednacine (2). Onda je {x, =y monoton niz.

Dokaz: Pretpostavimo da je x5 < x;. Onda je
xy = flxg) = flxg) = x,.

Matematickom indukcijom se lako dokzuje da je niz {x,}oc,

286



MATEMATIKA

monotono neopadajuéi. Dokaz da {x,}is=; je monotono nerastuéi

ako xy = x4 je sli¢an 1 bit ¢e izostavljen.

Primjer 1. Slucaj kada je f opadajuca funkcija je znacajno drugaciji
od toga kada je funkcija rastuca.

1. Diferentna jednacina
n=20,1,..

Hps1 = " Xp

ima jedinstveno rjeSenje-tacku ravnoteze ili ekvilibrijum O.
Svako netrivijalno rjeSenje ove jednacine je periodi¢no sa
primarnim periodom 2. Ustvari, svako rjeSenje ove jednacine
je oblika {a,—a,a, —a, ...}, gdje @ € R je polazna tacka.

2. Diferentna jednacina

xn+1:_, ﬂ:D,].,-u

ima dva ekvilibrijuma -1 1 1. Svako netrivijalno rjeSenje ove

jednacine je periodi¢no sa primarnim periodom 2. U stvari,

oy . v . . 1 1 .
svako rjesenje ove jednacine ima oblik {a,;, = e 1, gdje

je a # 0 polazna tacka.

Ovdje ¢emo proucavati kako promjene parametra A jednacine
(1) utjecu na rjesenje jednacine (1). Radi jednostavnosti izlaganja,

pretpostavimo da preslikavanje f ima fiksnu tacku ¥ = 0 Inace,
mozemo Koristiti zamjenu ¥, = x, —x. Pretpostavimo da je
f'(0) = 0 odnosno da je f monotono rastu¢a u dovoljno maloj
okolini fiksne tacke 0. Ako je F(A. x) je neprekidna diferencijabilna

funkcija, onda slijedi da je F(4, x) takoder monotona u x za sve male
vrijednosti A.
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Naime, po Taylor-ovoj formuli imamo

2 2 3 3

FG2) = FLO) + 9 (0x+ 52 10 S+ 2L (0% 60,0 =

=a(d)+ b(ADx+c(Dx? +d(A)x? + G[:.l,x]
gdje je
a(d) = F(1,0), b(2) = Z—i(x, 0), c(A) = 162 =2 (2,0), d() _1 o°F —~(4,0)

i G (A, x) oznaCava Clanove viSeg reda u Taylor-ovom razvoju funkcije
F(A, x). Sada, za svako fiksno A, analiza fiksnih tadaka u ekvivalentna

je analizi nule funkcije F(4,x) — x. Ako se moze rijesiti jedna¢ina
F(A,x)—x=0

za x, onda dobijamo eksplicitnu zavisnost x = x(4). Nazalost, u
mnogo slucajeva ne mozemo naci eksplicitnu zavisnost i moramo
razmatrati implicitnu zavisnost. U tom slucaju, analiza se bazira na
teoremu implicitnih funkcija.

Sadaéemoanaliziratibifurkacijenula funkcije F(4,x) —x =0
ili, ekvivalentno, bifurkacije odgovarajuce diferentne jednacine

Xpeq = F(Ax,), n=0,1,.. 3)
pod raznim modelima hipoteza za linearne - b(4), kvadratne - c(4),

i kubne - d(4) uslove.

1.1 Slucaj hiperbolicke fiksne tacke
Pretpostavimo da je f monotono preslikavanje sa

f(0) =0 i f'(0)# 1. Onda, perturbirano preslikavanje F(4,x)
zadovoljava

F(0,x)=f(x) i b(A) = —(,1 0) wa—(u 0)=F"(0)#1,

takvo da je
F(A,x)~ F(A4,0)+ f'(0)x,

za |A| dovoljno malo. Priblizna perturbirana jedna¢ina u ovom
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slucaju je
xn-l'l :F(‘:l’fﬂ]_l_ff(ﬂjxnr n= D.rlr---
koja ima jedinstvenu fiksnu tacku u okolini nule a stabilnost je ista

kao i stabilnost fiksne tacke nule neperturbiranog preslikavanja f.

Jednostavan primjer koji ilustruje ovaj slucaj je sljedeci.

Primjer 2. Linearna diferentna jednacina
Xpeq =A+px,, n=01,..

moze biti posmatrana kao perturbirana diferentna jednacina

Xpeq =px,, n=01,..

gdje je 0<<p=<"1id je realni parametar. Za svaku realnu

vrijednost parametra A, postoji jedinstvena hiperbolic¢ka fiksna tacka

% =x(A) = liq—p. Stabilnost ekvilibrijuma #(4) je ista kao stabilnost

ekvilibrijuma %(0).

1.2 Slucaj nehiperbolicke fiksne tacke

Pretpostavimo da je f monotono preslikavanje sa
f(0)=0, f'(0) = 1,i f(0) # 0.Onda, perturbirano preslikavanje

F(4,x) zadovoljava

o) =2F 0y~ E (00) = £  O°F 00y = £
F(0,) = f(x) i b(A) =5-(40) ¥ =—(0,0) = f'(0) # L,i —(0,0) = f(0)
takvo da je
F(A,x) ® F(4,0)+ x + £'(0)x?,
za |4l dovoljno malo. Priblizna perturbirana jednacina u ovom

slucaju je
xn+1 = F[‘A” 0:] +xn + f”(l:l:]x: » M= D: 1,
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Ako postoji funkcija p(4), takva da je »(0) = 0, koja
odgovara ekstremnoj vrijednosti F(4, x) — x zadovoljavajuéi uslove:
p(A)F7(0) < 0 = dvije fiksne tatke od F

p(A)f"(0) =0 = jedna fiksna tatka od F
p(A)f"(0) =0 = nema fiksne tacke od F

za |4| dovoljno malo.

Primjer 3. Diferentna jednacina

gy =A+x,+xX, n=0,1,.. 4)
moze se posmatrati kao pertrubacija diferentne jednacine

Xpaqg =%, +x2, n=0,1,..

u dovoljno maloj okolini nule tako da funkcija f(x) =x +x? je
monotona. Mozemo uzeti da je p(4) = A. Dakle, za A < 0 imamo dva
rjeSenja ravnoteze; kada je A = 0 imamo jedno rjeSenje ravnoteze; i
za A = 0 jednacina (4) nema rjeSenja ravnoteze.

Sliéno, mozemo na¢i primjere gdje je f"(0)=0 ali f"'(0)+ 01

gdje ¢e kubni uslovi uticati na stabilnost rjeSenja ravnoteze.

Primjer 3. je prikazao opStu situaciju gdje su fiksne tacke nastale kada
parametar A prolazi kroz neke kriticne vrijednosti. Ovaj tip bifurkacija
je jedan od dva koja se najcesS¢e pojavljuju u jednodimenzionalnim
preslikavanjima i naziva se sedlasta ili tangenta bifurkacija.

Klasi¢ni primjer je sljedeci.

Primjer 4. Odrediti rjeSenja ravnoteze diferentne jednacine
Xppq =A—x2,n=01,.. (5)

1 diskutujte njihovo postojanje. Fiksne tacke jednacine (5) su
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—1++1+44

1,.Iln'
= (6)

Iz jednacine (6) slijedi da za A < —% jednacina (5) nema fiksnih
tacki. Kada A = — % ima tacno jednu fiksna tacku x_; ;4 = — % Kada

je A=— % jednacina (5) ima dvije fiksne tacke date formulom (6).

Ova tri slucaja predstavljena su na slici 1.

Slika 1. Grafik familije funkcija F(4,x) = A — x> dok parametar A

prolazi kroz vrijednost A = — %.

Tacka (4,x) = (—i,—ij je tacka bifurkacije za preslikavanje

s’ 2

F(4,x) =1 —x2 jer se broj fiksnih tataka N(Z;) mijenja u okolini

bifurkacione vrijednosti parametra A = — :11.
Ova bifurkacija se nekada naziva i tangentna bifurkacija, a

predstavljena je na slici 2. Odnosno, ova bifurkacija opisuje generalni

scenario kada dvije fiksne tacke preslikavanja F(4, x), jedna stabilna
1 jedna nestabilna, nastale kada se parametar A povecava ili smanjuje

prolazeé¢i kroz kriticnu vrijednost 4,. Termin ,,sedlasta® nastaje iz
slicnog tipa bifurkacije u dvodimenzionalnim preslikavanjima, gdje
je nestabilna fiksna tacka sedlasta a stabilna fiksna tacka je privlacna
(atraktor) ili ,,Cvor*.
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Slika 2. Dijagram bifurkacije familija funkcija F(4,x) = A — x?

(odnosno F(4,x) = —4 — x7%) kada parametar A prolazi kroz kriti¢nu
vrijednost A = —i (odnosno 4 = %:]. Postoje dvije grane fiksnih

tacki koje poticu iz tacke {—i,—%) (odnosno G,—%}], jedna
stabilna i jedna nestabilna.

Sljedeci teorem opisuje uslove koji impliciraju postojanje tangentne
bifurkacije.

Teorem 1. Neka je F : R X R — R jednoparametarska familija

Jjednodimenzionalnih C*

aF
F(Ag®y ) =% , i a[ﬂu,fﬂn) =1, (7)
d*F aF
A:E[:AD,:EAD);&D, i 3:5[,1[,,5%) # 0. (8)

Onda dvije krive fiksnih tacki, jedna stabilna i jedna nestabilna

mnogostrukost, koje prolaze kroz tacku [Aﬂ,fﬂn).[,lﬁ,fjn). Fiksa

tacka postoji za A = Ay ako AB < 0iza A < A, ako AE = 0.

292



MATEMATIKA

Dokaz: Defini§imo novu funkciju G(4,x) =F(4x)+i—x. Iz

uslova (7) 1 (8) za F (A4, x) imamo da G zadovoljava uslove:

G(20,%,) = 4o, Z—z(xo,@o) =0, g(’lo'@o) =A i Z—i(&o,f,lo) =1+B
Koriste¢i teorem implicitne funkcije, prvi 1 zadnji od ovih
uslova za funkciju G sadrzi i uslov za egzistenciju jedinstvene C*
funkcije p(x) za x u okolini &;_, sa osobinama
p(%, )= %, i G(p(x),x) = p(x).
Druga jednacina odgovara F(p(x),x) = p(x).

Diferenciranjem ove jednacine i racunajuci je za [.l o fﬂn) dobijamo

dF daF
. (Ao, %) + 3 (o % Jp'(7,) =1,

Sto implicira da je p’[fﬂn) = 0. Dakle funkcija p(x) ima kriti¢nu
tacku za x = x;. Uzimajuéi drugi izvod jednacine F(p(x),x) = p(x)

po x iracunajuci ga u tacki [AD, x ﬂn) dobijamo

d*F dF
Fy (A, %5, ) + I (A% Jp" (%) = 0,

. e = _ T - )
daje Bp"(%)+A4=0 i p"(f )= -5
= _ , = _ 4 .-
Bp [xﬂn) +A=01ip [:::AD) = —3- Stoga AB < 0 znaCi da
jep" [:fj-n) = 0 i da p(x) dostize minimum u x = £,_. Crtajudi

putanju (p(x),x) u (4, x) — ravni zakljuGujemo da za AB < 0

putanja p(x) otvara se na desno, kao na slici 2. Ako je AB < 0
putanja je obrnuta kao na slici 2.
Dokazimo stabilnost grana. Diferenciraju¢i jednacinu

F(p(x),x) = x po x, dobijamo

9F aFal
ax “aiox

aF 9F 32 aF

3 Y31 TP (). (9)
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Kako p(x) dostize svoj minimum u x = &; onda postoji
d, > 0 takvodajep'(x) <0za

x € (%, —0,%, )ip'(x) >0zaxe€ (3,5 +0,) Osim
toga u uslovu (8) postoji &, = 0

.8
takvo da je a—j(l,x)iﬂ za xE[:EAD—:ﬁ'E,:EJD+52).

Uzmimo da je § = min{d,,8,}. Onda jednac¢ina (9) implicira da za
B=0, z—i <1 (fiksna tacka je stabilna) kada x € (%, ,%; +8) i

Z—i = 1 (fiksna tacka je nestabilna) kada x € (% 4, — 0. % ).

o a y , ,
Slicno, za B =0, i =1 (fiksna tacka je nestabilna)

kada x € [fin’fin +5) i z—i = 1 (fiksna tacka je stabilna) kad

x € [:EAD — S,EAD).

1.3 Bifurkacija udvostruc¢enja perioda

U ovom dijelu ispitat ¢emo vaznu bifurkaciju na nehiperbolicki
ekvilibrijum % sa f'(&) = —11 Sta Ce se desiti kada se f perturbira.

Kako smo vidjeli ranije, kada f'(x) < 0, preslikavanje ff je
oscilatorno u nekoj okolini tacke x. Ako tacka ravnoteze x postane

nestabilna, putanja ne moze da pristupi x. Medutim, ako putanja
ostane ograni¢ena, moguce je da parne iteracije konvergiraju ka nekoj

grani¢noj vrijednosti, recimo p, 1 neparne iteracije konvergiraju ka
g = f(p) # p. U tom slucaju ¢e biti f*(p) =p sa f(p) # p, ionda

je pp periodi¢na tacka sa primarnim periodom 2. Ova bifurkacija
se naziva bifurkacija udvostrucenja perioda. Tipi¢ni dijagram
bifurkacije ove vazne bifurkacije je prikazan na slici 3.
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Slika 3. Dijagram bifurkacije udvostrucenja perioda logistickog
preslikavanja

F(A,x) = Ax(1 — x) kada)prolazikroz vrijednostA=3. Gornja grana

C oy . . . .- 1¢:+1+,,-'—s|—2¢:+¢:|E
rjeSenja dvostrukog perioda ima jednacinu =

i donja

+1—-.|,"—3—2',’.J+'p5
- .
Debele krive su stabilne u odgovaraju¢em rasponu parametra dok

Coy . . . . v ip
grana rjeSenja dvostrukog perioda ima jednacinu -

isprekidane krive su nestabilne.

S obzirom na ¢injenicu da rjeSenje udvostrucenja perioda je fiksna
tacka druge iteracije preslikavanja dovoljno je posmatrati drugu

iteraciju preslikavanja u bifurkaciji udvostru¢enja perioda. Grafik

druge iteracije familije funkcija F(A,x), kada parametar A prolazi

kroz kriti¢nu vrijednost, je prikazan na slici 4.

1 1 1
08 0.8 038
06 06 086
04 04 04
02 02 0.2

'/ I/ I/

02 04 06 08 1 02 04 06 08 1 0 02 04 06 o8 1

Slika 4. Grafik druge iteracije familije funkcija

F(4,x) = Ax(1 — x) kada parametar J. prolazi kroz vrijednost . =
3. Vrijednost . je 2.8, 3, i 3.2 na gornjim slikama s lijeva na desno.
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Sljedeci teorem tvrdi da bifurkacija udvostrucenja perioda se

dogada za tipicne perturbaticije nehiperbolickog ekvilibrijuma xx sa

fl®=-1

Teorem 2. Neka f(x) bude C* funkcija sa fiksnom tackom koja
zadovoljava sljedece uslove:
(@) f(0) =0, f'(0)=-1;
(®) [F*(0)]" = 0.
Posmatrajuci jednoparametarsku perturbaciju F(A,x) od f(x) sa
(¢) F(0,x) = f(x), F(40)=0,

@) E = —1 -1,

Onda postoji okolina (4, x) = (0,0), u kojoj, za svaku vrijednost /. sa
ALFE(0)]" < 0, postoji jedinstvena periodicna orbita {p;, F(A.py)}

primarnog perioda 2 pertubacije F (4, x), koja je asimptotski stabilna

(odnosno nestabilna) ako je izvorno nestabilna (odnosno asimptotski

stabilna). Osim toga, za vrijednosti J. sa A[f*(0)]""" = 0, ne postoji

periodicna orbita primarnog perioda 2.
Dokaz: Periodicne tacke udvostruenja perioda preslikavanja
F(4,x) su fiksne tacke druge iteracije F2(4,x) = F(4,F(4,x)), to

jest, nule od F ?(4, x) — x. S obzirom na uslov (c), x = 0 je nula ove

jednacine sa primarnim periodom 1. Ovo implicira da ¢e Taylor-ov
razvoj funkcije F*(4, x) — x imati oblik:

FAx)—x =xG(4x),

gdje je G (4, x) adekvatna funkcija, ¢ije ponaSanje ¢e odlugiti karakter
bifurkacije naSe jednacine.

Sada ¢emo odrediti prvih nekoliko ¢lanova Taylor-ovog razvoja

funkcije F*(4, x) — x. Svi izvodi koji ¢e se pojaviti bit ¢e u zavisnosti
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od x.
(F2(Ax)) = F'(LF(4x))F'(4x),

(F2(Ax)" = F"(ALF(A))(F (L)) +F'(LF(Ax))F" (4 x).

U slucaju kada je x = A = 0, dobijemo:

[Fz(ﬂ,ﬂ:])f _ [f: [ﬂj)-’ —1, [:Fz (ﬂ,l:l:])” _ [:fz(l]])” — 0.

Sada, Taylor-ov razvoj funkcije F*(4, x) u tacki (0,0) je dat sa:
J(A) A
ﬂ-‘;: jx‘+a36( :]x3+_"’

Fillhx)=(1+1)%x+

gdje funkcije a,(4) i ay(4) zadovoljavaju uslove

e

a,(0) =0, az(0)=(f*(0)) .

Prema tome Taylor-ov razvoj koji nas interesuje postaje
FiAx)—x =xG(4x)

gdje je

(4 , , as(d)
x° 4+ p

a.
G(Ahx)=A(A+2)+ ‘2 2+ R(A,x),

sa @,(0) =0 1 za svako € > 0, postoji § > 0ipu> 0 takvi da
funkcija R zadovoljava uslove

IR(ALx)| <ex® za A <d i Ixl<p
Sada ¢emo pokazati da funkcija G (4, x) kao funkcija od x u okolini

x = 0 za svako malo A ima grafik koji je otprilike parabola. Ovo ¢e

biti postignuto pokazivanjem postojanja jedinstvene ekstremne tacke
funkcije G (4, x), kao funkcije od x, u okolini tatke x = 0 za malo A.

Ekstremna tacka funkcije G se nalazi medu rjeSenjima x jednacine:

d
4w =0, (10)
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Neka je

a,(4) az(d) dR
- —_— — (A, x).
> + e X + e (4, x)

G
H(Lx)=—(4x) =
dx
Onda imamo
dH
H(0,0)=0 i —(0,0) = f"(0) = 0.
dx
Prema teoremu implicitnih funkcija slijedi da postoje konstante
8, > 0ip, > 0,iC*funkcija g(4) definisana za |4] < &, takvo da
jeg(0) =0iH(Ag(x) =0, tojest,

z—i[.l,g[ﬂ,]) =0.

Osim toga, svako rjeSenje (4, x) jednacine (10) sa [4] < &, 1 x| < py
je dato sa x = g(4).

Za svako fiksno A, funkcija G (4, x) ima minimum u x = g(4) ako
je (f* (D])m =0 ili maksimum ako je [f:(l]])m < 0. Broj nula
funkcije G (4, x) zavisi od ekstremne vrijednosti funkcije G (2, g (1))
Ako je A(fz(ﬂj)m = 0, onda funkcija G(4,x) nema nula. Ako

je A(F2(0))" < 0, onda funkcija G(4x) ima dvije nule koje

odgovaraju jednom rjeSenje dvostrukog perioda {p(4), F(4,p(4)}.

Napomena: Specijalni slucaj globalno bifurkacionog rezultata
se moze dobiti za opStu diferentnu jednacinu drugog reda oblika

Xns1 = f(XpXp1), n=0,1,...
kada funkcija f'zadovoljava izvjesne uslove monotonosti koji
garantuju egzistenciju i stabilnost osnovnog rjeSenja perioda dva za
kriti€nu vrijednost parametra. U slu¢aju bifurkacije udvostrucenja
perioda, koja je izuavana u ovom radu, tipicni dogadaj se deSava u
sistemu nelinearnih diferentnih jedna¢ina kada promjena parametra
ili parametara uzrokuje da svojstvena vrijednost karakteristicne
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jednacine pridruzena lineariziranoj jednacini u ekvilibrijumu prolazi
kroz -1. U tom slucaju tipi¢ni ekvilibrijum gubi stabilnost a stabilna
orbita perioda dva se pojavljuje. Nastavljaju¢i mijenjanje parametra
mozemo dobiti kao rezultat kaskade bifirkacije udvostrucenja perioda
1 pocetak haosa.

1.4 Transcritical i Pitchfork bifurkacija

Tangenta bifurkacija i bifurkacija udvostruc¢avanja perioda su
dvije tipi¢ne bifurkacije kojima odgovaraju dva opsta slucaja gdje
nagib postaje +1 (sedlasta ili tangenta bifurkacija) ili -1 (obrnuta
ili bifurkacija udvostrucavanja perioda) u fiksnoj tacki. Kazemo
da su ovi tipovi bifurkacija opsti. Dodavajuéi specijalne simetrije
ili ogranicenja na funkcije dobivaju se ostali tipovi bifurkaciia.
Posmatramo dva tipa koja se mogu pojaviti sa — [ﬂfﬁ,fjn] =1
Sljedeci rezultat opisuje generalnu situaciju u jednom slucaju.

Teorema 3. (Transcritical bifurkacija) Neka je F: RXR— R

jednoparametarska familija jednodimenzionalnih C*

dF
F(ho ) =, i I (2o®,) =1, (11)

d°F d (dF
P (Ag:%, ) >0, i ﬂ(ﬁ [AD,:EAD)) > 0. (12)

Onda F(A, x) ima dvije grane fiksni tacki za A blizu 4. Prva
grana je x = X, za sve A, i druga grana zadovoljava x, (A) =x A,
, ako A # Ag i x,(Ay) # X, . Prva grana x = i, je stabilna ako

je A= Ay, dok fiksne tacke na drugoj grani x(AX) imaju suprotnu
stabilnost.

Bifurkacija koja zauzima mjesto u logistickoj jednacini A = 1
je transcritical bifurkacija. Ovaj fenomen je predstavljen na slici 5.
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Slika 5. The transcritical bifurkacija fiksne tacke 1 — 1/A

familije logistickih funkcija F(4,x) = Ax(1 — x) dok parametar A
prolazi kroz vrijednost A = 1. Vrijednosti A su 0.8, 1 1 1.3 u gornjim
slikama sa lijeva na desno.

Familija  logistickih  funkcija ~ F(4,x) = Ax(1 — x)
, A > 0 ima tatno dvije fiksne tacke 0 i
1 — 1/A, osim A = 1, kada se ove dvije fiksne tacke podudaraju. Za ovu
vrijednost A, fiksna tacka 0 gubi stabilnost (postaje nestabilna) 1 druga
fiksna tacka 1 — 1/A postaje atraktor. Pojam transcritical se koristi
da naglasi mijenjanje stabilnosti ove dvije putanje fiksnih tacki koje
se susrecu u kriti¢noj vrijednosti parametra. Dijagram bifurkacije za
logisticki familiju, koji je tipi¢an za ovu situaciju, je dat na slici 6.

0.75¢}

0.5F

0.25f

-0.25¢

-0.5¢

-0.75} I -

Slika 6. Transcritical bifurkacijski dijagram fiksnih tacaka
za logisti¢ko preslikavanje F(4,x) = Ax(1—x) kada A prolazi
kroz vrijednost A = 1. Debele krive su stabilne i odgovaraju rasponu
parametara dok isprekidane krive su nestabilne. Postoji promjena
stabilnosti dvaju fiksnih tacaka za A = 1.
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Primijetimo dadt;romj ena smjera nejednakosti u prvom uslovu
(12) mijenja nagib od 7 druge grane iz negativnog u pozitivan. Druga
vrsta ograni¢enja na familiju funkcija je ta da je to neparna funkcija
uzimajuci u obzir parametar A, na primjer, F(—4,x) = —F(4,x). U
ovom slucaju imamo sljedeci rezultat.

Teorem 4. (Pitchfork bifurkacija) Neka je F: RXR— R

jednoparametarska familija jednodimenzionalnih C*

oF
F(—Ax) =—F(Lx), i a—[j,[,,fj ) =1, (13)
e o

d°F d (dF
Fy (20:%, ) <0, i H(ﬁ [AD,EAD)) > 0. (14)

Onda postoje intervali (A_,4,), (A5, 45) i 8 = 0 takvo da je
1. ako je A € (A_,Ay), onda F(A,x) ima jednu fiksnu tacku
u % € (%, —06,% +38),
2. ako je A € (Ay,A4), onda F(A,x) ima tri fiksne tacke za
svako x; € [:f*jln —4,x; + &).

Fiksna tacka x;_ je nestabilna dok su ostale dvije fiksne tacke
stabilne.

Bifurkacija koja se deSsava u familiji preslikavanja

F(A,x)=2Ax +x® uiA=1 naziva se Pitchfor bifurkacija.
[lustracija ovog fenomena je prikazana na slici 7. Ova familija

funkcija ima jednu fiksnu tacku za 4 < 11 tri fiksne tacke za A > 1.

15 15 15

05 05 05

-0.5 0.5 0.5

-1.5 -1.5 -1.5
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Slika 7.  Pitchfork  bifurkacija  familije  funkcija

F(A4,x) = Ax + x* dok parametar A prolazi kroz vrijednost A = 1.
Vrijednosti A su 2,1 1 0.2 u gornjima slikama s lijeva na desno.

Dijagram bifurkacije za familiju funkcija F(4,x) = Ax + x*
koji je tipican za ovu situaciju je dat na slici 8.
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Slika 8. Dijagram Pitchfork bifurkacije fiksnih tacaka za
familiju preslikavanja

F(4,x) = Ax + x® dok A prolazi kroz vrijednost A=1. Debele
krive su stabilne u odgovaraju¢im parametarskom rasponu dok su
isprekidane krive nestablne. Postoji promjena stabilnosti u fiksnim
tackama 0 1 porijeklo dvije fiksne tacke u A = 1.

Sumirat ¢emo rezultate o tipovima bifurkacija u obliku tabele
1. Bazirano na teoriji stabilnosti koju smo do sad izgradili, bifurkacije
mogu nastati kada izvod postane 1 ili -1. Tangentna 1 bifurkacija
dvostrucenja perioda su tipi¢ne bifurkacije, jer ne trebaju dodatne
uslove na pocetku bifurkacije. Pitchfork Bifurkacija se moze desiti
samo ako je drugi uslov i uslov (14) zadovoljen. Treba naglasiti da
varijacije ponasanja koje se mogu desiti u neizvornim bifurkacijama
su vjerovatno beskonacne. Transcritical 1 Pitchfork bifurkacija su
vjerovatno dva najcesca tipa.
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Tip aF . Fiksna tacka | @F _ g°F _

7z (Ao, 77 (e f) | 5r (o)
Tangentni 1 F{lnsf.lu} =1, =0 =0
Period- 1 [ F(ags,)=%] #0 #0
udvostrucenja
Transcritical 1 F{JL f-lu} = iy, 0 =0
Pitchfork 1 —ax) = — 0 -

F(=4,x) = —F(4,x) 0.2 (,,) # 0

Tabela 1. Tabela tipi¢nih bifurkacija za jednodimenzionalna
preslikavanja

1.5 Bifurkacije logisti¢kih preslikavanja

Posmatrajmo logisticku jednacinu oblika:
ey = fAx,)=Ax,(1—x,), A1 n=0,1,.. (15)

Kao S$to je poznato jednacina (15) ima dva ekvilibrijuma

:E=Difﬂ=1—%. Ako je 1 < A < 4, onda x, €(0,1) ako

x5 € (0,1) i nula ekvilibrijum je nestabilan. Ukoliko je 1 < X < 2

onda nakon barem jednog ¢lana rjeSenje konvergira monotono ka

x;. Ako 2 < A < 3, onda rjeSenje konvergira oscilatorno ka x;.
Prijetimo da je
flia0 =4, i fllAx)=2—-4 (16)

Ako je A= 3, onda nula ekvilibrijum je nestabilan, a stabilnost
pozitivnog ekvilibrijuma x; ne moZe biti odredena iz teorema
Linearizirane stabilnosti kada je f'(4, ;) = —1, a $to sugerira da T
= 3 je moguca vrijednost bifurkacije.

Ako je 3 < 4,+ /6, onda nula ekvilibrijum i pozitivni
ekvilibrijum x; su istovremeno nestabilni, ali sve iteracije rjeSenja
ostaju u intervalu (0,1). U ovom intervalu parametara takoder imamo
jedinstveno periodi¢no rjeSenje minimalno dvostrukog perioda.
Prema tome, shvatljivo je da kako se A povecava kroz vrijednost 3,
pozitivni ekvilibrijum x; biva podvrgnut bifurkaciji udvostruc¢enja
perioda davajuci porast asimptotski stabilnim periodi¢nim rjeSenjima
minimalno dvostrukog perioda.
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Sada zelimo utvrditi postojanje bifurkacije udvostrucenja
perioda koriste¢i teorem 2. Da bi smo mogli da primijenimo teorem

2., translatirat ¢emo rjeSenje X; i vrijednost bifurkacije A ka 0.
Transformacijama

1
}r=x—fﬂ=x—1—|—1,p=ﬂ,—3, (17)

dovodimo logisti¢ku funkciju na oblik
fley)=—-Q+py -G+ wys

Odgovarajuca diferentna jednacina je
Yn+1 = F 3] (18)

Ova funkcija moze biti posmatrana kao jednoparametarska

perturbacija
f(0,y) =—y—3y%

pa jednacinu (18) mozemo posmatrati kao pertubaciju od
Yns1 = F0.3,) = =y, =3y, (19)

Fiksna tacka = 0je nehiperbolicka sa f'(0) = —1.Izvor
je asimptotski stabilan, kao §to mozemo vidjeti posmatrajuc¢i drugu
iteraciiu preslikavanja f*(x) = x — 18x? — 27x* Ocigledno da je
(f? (l:l])m = —108, i tako su svi uslovi teorema 2. zadovoljeni. Kao
posljedica toga, za svaku malu pozitivnu vrijednost g, to jest za svaku
vrijednost A u malom intervalu na desno od 3, postoji jedinstvena
periodicka orbita minimalno dvostrukog perioda koja je asimptotski
stabilna.

Sljedece dvije slike su dijagrami bifurkacije za razliCite
vrijednosti parametra A predstavljaju nacin kako od perioda
udvostrucenja se moze do¢i do haosa za logisticko preslikavanje.
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Slika 9. Dijagram bifurkacije za logisti¢ku jednac¢inu prikazuje
put od udvostrucavanja perioda do kaosa.

Slika 10. Dijagram bifurkacije za logisti¢ku jednacinu,
prikazuje stvaranje rjeSenja perioda 7.
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