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ASIMPTOTIKA SPEKTRA OPERATORA
I KARAKTERISTICNA FUNKCIJA OPERATORA
TIPA STURM-LIUVILA

SaZetak

U ovom radu izucavamo neke operatore tipa Sturm-Liuvila
sa kasnjenjem, konstrukciju rjeSenja jednacine metodom sukcesivnih
aproksimacija, formiranje karakteristicne funkcije operatora kao i
asimptotsko ponasanje karakteristicne funkcije.

Summary

In this paper we study some operators type Sturm-Liuvila with
delay construction of solutions of the equation method of successive
approximations, the formation of the characteristic features of
operators and the asymptotic behavior of the characteristic features.

Uvod

Spektralna analiza predstavlja jednu modernu matematicku
teoriju koja se pokazala kao izuzetno efikasna pri rjeSavanju jedne
jako Siroke klase problema iz raznih nauc¢nih disciplina kao §to su
matematika, mehanika, fizika, elektronika, geofizika, meteorologija
i druge prirodne i tehnicke nauke. Obrnuti spektralni problemi
danas predstavljaju jedan od najpopularnijih dijelova spektralne
analize ¢emu u prilog govori veliki broj radova posvecenih upravo
ovoj problematici. Najveéi rezultati u spektralnoj teoriji u cjelini ,
a posebno za inverzne spektralne probleme postignut je za Sturm-
Liuvilov operator

Lyl =—y"(x) + q(x)y
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koji se takode naziva i jednodimenzionalni Sredingerov

operator. Spektralne karakteristike operatora L[y] podrazumjevaju
izu€avanje asimptotike njegovih svojstvenih vrijednosti, asimptotike
njegovih svojstvenih funkcija, razlaganje u red po svojstvenim
funkcijama, rjeSavanje obratne zadacée i odredivanje regularizovanih
tragova. Posebnu klasu problema predstavljaju obrnuti problemi za

operatore tipa Sturm-Liuvila kod kojih se potencijal g (x) i argumentna

funkcija ¥ ne javljaju sa istim argumentom. Diferencijalne jednacine
koje opisuju ovakve operatore nazivaju se diferencijalne jednacine sa
pomjerenim argumentom.

Asimptotika spektra operatora L[q,a, h,] L[q.a, h,]

Grani¢ni problem

—y'"(x)+ qlx)y(ax) =4y, (0<a<1) (1)

y'(0)—hy(0)=0 (2)

y(@) =0

Posmatra¢emo kao problem sopstvenih vrijednosti operatora
L[g,a, h]. Neposredno se prgvjerava da rjeSenje integralne jednacine

h 5
v(x,z) = coszx + ;siﬂzx + ;j g(t)sinz(x — t)v(at)dt, (=2 =41), (4)

o

Zadovoljava jednacinu (1) kao 1 grani¢ni uslov (2). Jednacina
(4) rjeSava se metodom uzastopnih aproksimacija:

x x

h 1 h
v(x,z) = coszx + Z sinzx + S f q(t)sinz(x — t)y(at)dt + Z—zf q(t)sinz(x — t)sinzatdt +
0 0

o -1
1
+ Z_’ f Q(T)sinz(x — t;) l_[ sinz(at; —t,,,)coszat,dT, + (5)
z
i=1

=2 py(xl)

oo 1
1
—|—hz - J. Q(T,)sinz(x —t;) 1_[ sinz(at, —t,,,)sinzat,dT,.
21

Dy(zd) i=1

Iz (5) i grani¢nog uslova y(m) = 0 dobijamo karakteristi¢nu
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funkciju operatora L [q,cx h]:

h 1
F(z) = cosnz+ - sm‘tz +- ] q(t)sinz(m — t)coszatdt + —f q(t)sinz(m — t)sinzatdt +

+ Z J. Q(T,)sinz(m —t;) l_[smz (at, —t,.,)coszat,dT, +

=2 o=D)

—I—Z J. Q[T]smz[?r—t:]nsmz[rxt t,q)sinzat,dT,.
Dy ()
Teoremal: Ako g(x) € L;[0,m], sopstvene vrijednosti
operatora L[g,a, k], imaju asimptotiku
13*  2h 1
ln=(n+i) +—+0 7 |

i n+-

&

Dokaz: 1z ocjena

= f q(Dsinz(n — (1— a))dt = 0 [%)

o
™

I, = J- q(£)sinz(m — (1 + a)t)dt = U(Ell)

0
slijedi
J- q(t)sinz(m — t)coszatdt = (| |) (zER, z— m).

i)

Sli¢no se pokazuje da je

T

J- q(t)sinz(mw — t) sinzatdt = (l |) (z€R, z— ).
0
Takode je

— J- Q(Tjsmz[?r—t]nsmz(rxt t;s, )coszatdT, _U(| |1+1)

Dl:z}
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-1

1
- f Q(T)sinz(w—t,) ﬂsinz(ati — t,yq)sinzat,dT, = O (|Z|_+2) (1=23,..).

D;(a) i=1
Iz ovih ocjena dobija se asimptotika karakteristicne funkcije
na realnoj osi:

h 1
F(z) = cosnz +—sinmz + 0 (—,,)
z z?2

Neka je
£y 1 1
z,=nw+—+ D( ,,)(n =n+-,nc 2’).
e 2

s

Tada je, za dovoljno velike po modulu n

1
cosmz, = (— 1]’”1 +D( )
n n?
1
sinz, = (—1)" + D(—,,),
n?

1 1 ( 1 )
zZ n? -

i

E—ﬂ)” 1)

Ako je h — & = 0,1j. ¢; = %, dobijamo F(z,) = 0(=5).

F(z,) = (h—c,m) + o(

Dakle, za ¢; = Enule funkcije F(z) odredene su sa tatno$c¢u

Teorema 2.: Ako je funkcija g(x) apsolutno neprekidna, za
asimptotiku spektra vazi

(]

. "'—l}'lq“ﬂ' E
An=(n+1)‘+2¥h+ <) E o -
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Dokaz: Ako se na integrale I; i I iz prethodne teoreme
primjeni parcijalna integracija, dobija se

T

1( ¢ q(0) 1 ( r o, 1 )
j -_— y ,
! q(t)sinz(mw — t)coszatdt = Z (1 2C0SaNZ = T—_5C0Snz | — o~ |5 a11 + 172 I,

gdje je
I = j ¢ (Osinz(m — (1 — @)t)dt,

0

b3

I, = j g Wsinz(m — (1 4+ a)t)dt.

0

Iz apsolutne neprekidnosti g(x) slijedi da gq'(x) € L,[0,7] i,
zbog toga, vaze ocjene

- u(i)
1 |z| /'
, 1
.irz :U T . I
|z|

paje

1 T 0 1
J‘ qlt)sinz(m — t)coszatdt = — 9( }ﬂ COSATZ — 9 },. cosnz |+ 0| = |.
221 = 1— - i

o

Odgovarajuce ocjene za preostale sabirke u izrazu za F(z)

F(z) dobijaju se kao i u prethodnoj teoremi. Karakteristi¢na funkcija
ima sljedec¢e asimptotsko razlaganje:

h 1 1
F(z) = cosnz + —sinnz + — (&, cosanz + &,cosmz) + O (—3),
z z2 z

gdje je
q(m) £ = q(0)
1—a?' 7t 1—a?

{1 =

411



MATEMATIKA

Neka je
., .61, 6 1
Z,—n +F+n"2 +D(F)

Iz asimptotskih razvoja

C4T TTC, 1
— +#1-1 2
cosmz, = (—1)""*—+ e + D(—),

1
sintz, = (—1)"+0 (n—m),

cosanz, = cosn'aw + 0 (—J)
n

slijedi
(" L +1 ' 1
F(z,) = . (h—mey) + — [(—1)"* e, + & cosn'an] +0 (ﬂ_ﬁ)

Konstante ¢; i ¢, odredujemo iz uslova h—mec; =0 i

(—1)"*'mc, + & cosn’ am. Dobijasec; = EJ cz = %cafm“m
. paje
. 2(-1)"g(x) 1
(L 1F 2k S ces(nt ) 1
A, =z;=|n+=) +—+ I +0| ——=
2 T n+- (n+ i)

Teorema 3.: Ako je g'(x) apsolutno neprekidna funkcija,

spektar operatora L[g, &, h] ima asimptotiku

2 s 2)gr 2(—1)" ; e
B, 2nq(0) _ 2(2ta )ﬂqq(o>+ (-1 (hq(w)+2aq (,,)) sin (n +1) an )
7?2 3n  =m(il+a) (1-a2)2 n 1+a  (1-a3)2 2 +0
3
(n+3)

2
1
(Tl +:)
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Dokaz : U ovom sluéaju je ¢""* € L,[0,7], pa vaZe ocjene

, q'(m) g'(0)

I zil_a}smcx?rz+z(1_a}smﬂz+ﬂ )
9@ q'(0) 1
I, = z(1+a}sm:x?rz+z(1+a}smﬂz—|-U =

1, na osnovu njih, ocjena

r 1 1[ 2eq'(x 1+a9g'(0 1
fq(t)sinz(u —t)coszatdt = —( §ycosanz+ §,cosmz) +— 7' sinanz -( ): ( )sinﬁz + 0(—!).
] z ‘ z¢|(1-a%)* (1-a%)* z

Sli¢no se pokazuje da je

1 0 1
J. q(t)sinz(m — t) sinzatdt = —( qtﬁ)ﬂ sinamwz — 1(0) simrz) +0 ( ﬂ).
z\1l —a” 1 z*

-
£

Ostali sabirci u izrazu za F(z) su reda O (3%), paje
h 1 1 _ 1
F(z) = cosnz + E sinmz + = (&ycosanz + &,cosnz) + = (&3sinanz + &,sinmz) + 0 (;),

(z € R,z = ), gdje je

_ hg(m) N 2aq'(w) __ahq(0) (1+a?)q'(0)
SR (1—a®)?¥ To1—a? (1—a?)?

. cy c c 1

Ako je z,=mw+Z+Zifzio(l)
— 4 F1y F2 4 Cs 1
z”_n+n-+n;+n;+0(n-"}’

onda iz asimptotskih razvoja

€T mc, T3 — 1
cosmz, = (—=1)"" Tt 3 : +D(_a4),

s T
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F(z,) =

1
n?[(_l)n&ln.c

1
(=

Cq = —

z 1

sinmz, = (—1)"

1
+0 (n—aa)’

Qamey 1

’

€osamz, = coOSn am ——, + 0 =1,
n

sinanz, = sinn’ aw + 0 (—J)
vl
slijedi

(- ]”

[(—1:]’”1?1(?2 + & cosn'an] +

77"3(:; n+1 n? ‘h' n+1 inn i
~ + (-1) > — + ()" &y + Esinn'an + (1) &+

)

IzjednaCavanjem izraza u zagradama sa nulom dobija se

h (—1F'g(m)

5 L '
Cl - H_l C‘ ]?l: 1_ ﬂ‘_’z} Cﬂm m
h3 hg(0) (1+a®g' (0 (-1 hg(m) 2aq'n
- - =3 + 3 sinn' o
37 wll+4+a) w(l—-g?)? 7 \(l+a) (1-g%)?
Uvrstavanjem £1,02 1 Cg u izraz

2 +2
A,=n""+2c, + "2+"1 ""3+D( )

2 +2 ..
A, =n""+2c, + =2 L+ I - + D( ) dobija  se  navedena
a51mptot1ka

ASIM

PTOTIKA SPEKTRA OPERATORA L[q,a, h, H]

Operator L[g,a, h, H] defnisan je grani¢nim problemom sa

opStim grani¢nim uslovima

' () +qx)ylax) =Ay(x), (0<a<1) (21)
¥'(0) = hy(0) =0, (2.2)
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vy L Hy(m)=0, (2.3)

gdje je h, H € C.
metodom varijacije konstanti pokazuje se da je jednacina

(2.1) sa grani¢nim uslovom (2.2) ekvivalentna integralnoj jednacini

h 17
v(x,z) = coszx + ;sinzx + ;J. q(t)sinz(x — t)yv(at)dt, (z*=2), (5.4)
0
Rjesenje jednacine (5.4) je

x
h 1 h
y(x,z) = coszx + > sinzx + Z f q(t)sinz(x — t)coszatdt + Z—ZJ’ q(t)sinz(x — t)sinzatdt +
0

— Z J. Q(T,)sinz(x —t,) 1_[ sinz(at;, — t,,,)coszat,dT, +

=2 Dy i)

+ Z 1 J- Q(T,)sinz(x —t,) nsmz (at, — t.,,)sinzat,dT).

Dy i)

Grani¢ni uslov ( 2.3)( 2.3) odreduje karakteristi¢énu funkciju
operatora L[g,a, h, H]:

T

F(z) = —zsinnz + (h + H)cosnz + J. q(t)cosz(m — t)coszatdt +

o

T T

1
— |hHsinmz + hj q(t)cosz(m — t) sinzatdt + H f q(t)sinz(mw — t)coszatdt +
z

0 0

w

hH

g(t)sinz(m — t)sinzatdt +

0
+Z = J. Q(T]casz(ﬂ—tjl_[smz[rxt t.,;)coszat dT, +

Dy (a)

+h J. Q(T,)cosz(m —t;) ﬂsmz (at, — t.,,)sinzat.dT, +

p

!; D.ﬂ:}
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o -1
1
—|-HZ — J. Q(T))sinz(m — t,) nsiﬂ.z[rxti —t;.q )coszat,dT, +
71
i=1

=2 pie)

o -1
1
+hH Zﬁ J. Q(T,)sinz(m — t;) l_[siﬂ.z (at, — t,.q)sinzat,dT, .
21
=2 1

o () i=

Za asimptotiku vaze sljedece teoreme

Teorema 2.1. Ako je g(x) € L,[0,7], tada je

1
F(z) = zcosmz + Hsinmz + 0 (—),
z

2H 1

Teorema 2.2. Ako je g(x) apsolutno neprekidna funkcija,
onda je

1 1
F(z) = zcosnz + Hsinmz + - [51 cosamz + fzcumz} +0 (—,,)J
Z i

g = q(m) 6 = q(0)
Lo1—g? 1—a?
,. 2(-1)"aq(x) 1
12 20 o cos(n+3)an 1
An=(n+—) +—+ T +0| ——

Teorema 2.3. Ako je q'(x) apsolutno neprekidna funkcija,
onda vaze sljedece ocjene

1 1
F(z) = zcosnz + Hsinnz + - (Elcosanz + f,cosnz) + —,(Essinanz + Qsinnz) +0 (—3),
z “ ze z
_Hq(m) , (1+ a?)aq'(n) _ aHq(0) 2aq(0)
R 1-a®? ' "7 1-a® (1-a?)?
. 20-10"g(m) 1
1\2 2H  oiar COS (ﬂ, +E) (a4
oo 2 e,
2 T n4+=
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2H® 4aq'(0) | 2(-1"

T aert WA Arae@lan(nag)er (g 3).
(n +§) (n +§)

Dokazi ovih teorema sustinski se ne razlikuju od dokaza

odgovarajué¢ih teorema za operator L[g,&, ], pa su iz tih razloga
izostavljeni.

Zakljucak

Ovaj rad posvecen je odredivanju spektralnih karakteristika
za neke operatore tipa Sturm-Liuvila sa ka$njenjem. Rezultati u
radu su oslonjeni na razlicite oblasti matematicke analize kao $to su:
Teorija regularizovanih tragova diferencijalnih operatora i Teorija
analitickih funkcija. Ovi rezultati predstavljaju dobru osnovu za
rjeSavanje inverznog problema operatora tipa Sturm-Liuvila sa
kasnjenjem metodom Furijeovih koeficijenata koja je nova metoda u
ovoj problematici i primjenjuje se unazad nekoliko godina.
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