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SaZetak

Postupak rjesavanja kubne jednacine

ax’ +bx* +cx+d =0,a,b,c,d €l ,a#0, je odavno poznat (jos od
16. vijeka). U opstem slucaju koriste se Cardanove formule. Medutim,
zbog dosta komplikovanog postupka, obicno se pokusavaju najprije
iskoristiti neki jednostavniji postupci. U ovom radu prezentiram
rjesavanje kubne jednacine u slucaju kad ona ima sva tri rjesenja
realna. Ovaj postupak je narocito koristan ako nijedno rjesenje
Jjednacine nije racionalan broj.

Kljucne rijeci: kubna jednacina, trigonometrijska smjena

SOLVING CUBIC EQUATION USING A
TRIGONOMETRIC SUBSTITUTION

Summary

The method of solving cubic equation

ax’ +bx* +cx+d =0,a,b,c,d €[l ,a#0, has long been known
(since the 16th century). Generally, we can use Cardano formulas.
However, because of the rather complicated procedure, we usually
first try to use some simpler procedures. In this paper we present the
solving cubic equations in the case where it has three real solutions.
This method is particularly useful if no solution of the equation is not
a rational number.
Key words: cubic equation, trigonometric substitution
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Neka su a>0i¢>e[0,7z] proizvoljni realni brojevi.

Rijesi¢emo jednacinu (1) x* —3a’x=2a’cos i dokazaéemo da su
joj sva tri rjeSenja realni brojevi.

Posto je (2) cos(3r)=4cos’ t—3cos?,
stavljajuéiu (2) ¢ = %, dobicemo iz (1):

(3) X’ -3a’x =24’ (4 cos’ %— 3cos %}, odnosno pogodnim

grupisanjem:

3
(4) x’ —(Za coszj -3a’ (x— 2a cosg) =0.
3 3
Odavde se lako dobije:
(5) (x -2a cosgj(xz + 2axcos%+ 4a’ cos’ % —3a2j =0.

Ocigledno je jedno rjesenje te jednacine x1:2acos%.

Preostala dva se mogu dobiti iz kvadratne jednacine
(6) x* +2ax cos%+ 4a® cos’ %— 3a° =0,

D=12 2sinzﬂ,
¢ija je diskriminanta ¢ 3 tako da su njena

rjeSenja (ujedno 1 rjeSenja jednacCine (1)) data formulama:

X, =a(«/§sin§—cos%), X, =—a(x/§sin%+cos§j.

Ova rjeSenja mogu se napisati 1 u obliku:

(7)x2 :2acos(§—27ﬂj,x3 :2acos(%+27ﬂj,

368



MATEMATIKA

Naime,

. . 1 .27 . 2
X, =a «/§s1n£—cos2 =2a ﬁsmﬂ——cosﬂ = 24| sinZsin 2 + cos L cos 2
3 3 2 3 2 3 3 3 3 3

:2acos(£—2—”j,
3 3

a analogno se izvede identitet za x,.

Dakle, skup rjesenja kubne jednacine (1) je:

(8) 2acos(£—2—”j,2acosﬂ,Zacos(£+2—”j .
3 3 3 3 3

Pretpostavimo sada da treba rijeSiti kubnu jednacinu

ax’ +bx* +cx+d =0,a #0,b,c,d €[] . Smjenom t:x+3i
a

dobi¢emo kubnu jednadinu u kojoj nema kvadratnog
¢lana. Otuda je dovoljno proucavati rjeSavanje kubne jednacine

X’ +px+q=0. Pogledajmo za koje p i g se ova jednafina moZze
prilagoditi jednacini (1). Odmah je o€igledno, poredeci koeficijente:

(9)p=-3d*, g=-2d’cos ¢

daje p <0. Dalje slijedi:

(p<0/\a2 =—§j:>q=—2-(—§j‘/—§cos¢, paje
p| p 2 p3 2 3
£2|— ——=q <-A4—=27q"+4p <0.
lq| <25 -3 =@ =4 =270 +4p

Dakle, da bi se jedna¢ina x’ + px+¢ =0 mogla napisati u
obliku (1), potrebno je da bude zadovoljen uslov:

(10)27q° +4p’ <0.
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Tada se iz jednakosti (9) mogu odrediti brojevi ai¢g, a zatim
uvrstiti u (8).

Inade, za rjeSenja kubne jednacine x* + px+¢ =0, ( p,q el )
poznato je sljedece:

3 2
2 3 P 9
a) Ako je 27q"+4p >0©(3j +(2j >0 ta jednacina

ima jedno realno 1 dva konjugovano — kompleksna rjesenja
b) Ako je 27¢° +4p’ =0, jednacdina ima tri realna rjesenja,
medu kojima imaju bar dva ista i

¢) Ako je 27¢*> +4p’ <0, jednacdina ima tri razli¢ita realna
rjeSenja.
Primjer 1: Rijesiti jednacinu x* —3x+1=0.
RjeSenje: Direktno se provjeri da jednacina nema racionalnih
rjeSenja. Ocitamo iz jednaine da je p=-3,q=1. Iz (9) tada
.. .y . 1 2r S
dobijemodaje a"=1=a=11cosp= - =>@p= S Skup rjesenja

date jednacine je prema (8): {2 cos%[, 2 cos%[ ,2Cos 8?7[}

Evo kako je ovu jednacinu rijesio Francois Viete, francuski
matematicar. Uzimanjem smjene x=2y, dobi¢emo jednainu

8y’ —6y+1=0<3y—4y° :%.

Posto je sin(3¢) = 3sint —4sin’ ¢, ako

uzmemo jo§ jednu smjenu  y=sing, tada slijedi

3sinq)—4sin3¢:%:>sin(3(o)=%:>3(p=%+2k7r:> ¢=%+2I‘T”,k e{0,41,42,..).
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Da bi dobili rjeSenja polazne jednacine, dovoljno je uzeti

ke{0,1,2}. Imamo da je tada x:2y:2sin¢:2sin[%+2k7”j,

k=0=x, :2sin£;

k=2= x, =2sin £+4—ﬂ =2 1n25—ﬂ.
1 3 18
Lako je provjeriti da se dobijeni skup rjeSenja

{2sin£,2sin13—”,2sin25—ﬂ} podudara sa skupom rjeSenja

i L. o o . (7
dobijenimuprvomnacinu,uzimajué¢iuobzirdaje cos @ = sin (E - aj ,

) . . T T 87 4z .
pa je recimo sin— =cos| ——— [=cos— =cos— 1 analogno,
18 2 18 18 9
. 137 27 . . 25«7 8
Sin—— =cos— 1 sin—— = cos—.
18 9 18 9

Primjer 2: Rijesiti jednacinu x* —19x+30=0.

Rjesenje: Ovajednacina se moze vrlo lako rijesiti pogadanjem
jednog rjeSenja ili pogodnim grupisanjem c¢lanova na lijevoj strani.
Npr. ako grupisSemo na sljedeéi nacin:

X' —4x-15x+30=0= x(x’ —2*)-15(x-2) =0, itd.,
moze se odmah dobiti jedno rjeSenje x, =2. Nakon toga mogu se
lako dobiti 1 ostala dva: x, =3,x, =-5.

Koristenje trigonometrijske metode ovdje je otezano.

Pokazuje se da bi za koriStenje formula (8) trebalo rijesiti jednu
kubnu jednacinu, tezu od zadane! Glavni problem je u odredivanju

nepoznatog ugla Najprije o¢itamo: p=-19,4 =30, odakle se

L 19 . 453
dobijedaje a=,/— i cosp=——Fr—.
3 194/19
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Da bismo nasli rjeSenja po formulama (8), nama zapravo

ne treba ¢, nego cos%isin%. Posto je prema formuli (2):

cos @ = 4cos’ % —3cos %, dobijamo jednaCinu po nepoznatoj
t= cosg,

3

(11)4F -3t = —ﬂ

19419

Uzmimo da je b= ,/% Posto je

—ﬂ:—ﬁb:b(4-i—3j:b(4b2 -3),
19419 19 19

jednacina (11) se transformise u:

(12)4 =3t =4b"-3b & 4(' =5 -3(1-b) =0 & (1-D) (4" +4tb+ 46" -3) =0.

_ _ 2
o 4bi,/48(1 b)

Ocito je f=b 1 t,;= 2 , pa kako je
2 16 2 3 2 2 . . .o
48(1—b )=48~—=16 -—=16"b", nakon sredivanja dobije se
19 19
; 30, __3
2 2 273 2 .
. 10} 3 . .. )
Ako  je cos—=b=,[—, mozemo dobiti 1

. @
Sm—-= \/1 ~cos’ e \/1 19 ﬁ ionda uvrstavanjem u formule

(8) dolazimo do trazenog skupa rjeSenja {—5, 2,3}, a isti taj skup
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¢emo dobiti i u sluaju da uzmemo da je cos£:&=i i,
32 2V19
odnosno u slucaju da je cosZ = b = 23 i
32 2V19
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