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PARAMETARSKE KRIVE U RAVNI
SaZetak

U matematickim primjenama i teorijskim razmatranjima je
Cesto lakse, a nekada i neophodno da se kriva zada parametarskim
jednacinama.Tako opisane krive su pogodnije za izucavanje. Neke
od parametarsih krivih imaju zanimljivu geometrijsku interpretaciju.

Kljucne rijeci: zatvorena prosta putanja, parametarske
jednacine, parametarske krive, duzina luka, polarne koordinate,
polarna jednacina krive, GeoGebra.

Summary

In mathematical applications and theoretical considerations
it is often easier, and sometimes necessary to describe curves
with parametric equations. Such described curves is a convenient
way for the study. Some of parametaric curves have an interesting
geometric interpretation.

Keywords: closed path, parametric equations, parametric
curves, arc length, polar coordinates, polar equation of a curve,
GeoGebra.
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Uvod

Jedna od Descartesovih! ideja je da se svakoj tacki ravni

jednoznacéno pridruzi uredeni par (x,y) realnih brojeva i obrnuto,
omogucila je vizuelno predstavljanje grafika krivih. Predstavljanje
krivih u ravni u obliku jednacine y = f(x), gdje se najocitije vidi
veza izmedu slike i orginala, ima i svoje nedostatke. Neke krive
je nemoguce opisati tim oblikom. Izrazavajuéi x i1 y preko trece
promjenljive ¢, dobijamo parametarski oblik jednaine krivih. On
nam omogucava kako detaljnije ispitivanje svojstava krivih, tako 1
crtanje njenog grafika.

Upotreba racunara donijela je nesluéene mogucnosti za
prouCavanje 1 prakticnu primjenu ovih matemati¢kih objekata.
Cak, besplatni softver kao $to je Geogebra nudi nam efikasne
alate za vizuelizaciju krivih. Ove alate prikazat ¢emo u dijelu
“Vizuelizacija parametarskih krivih u programu GeoGebra”. Autori
ovog rada, koriste¢i Geogebru, dosli su do krivih ¢ija je geometrijska
interpretacija iznenaduju¢a i koje, u njima dostupnoj literaturi
nisu vidjeli. Spomenute krive 1 njihove geometrijske interpretacije
prikazat ¢emo u dijelu naziva “Galerija parametarskih krivih”.
Parametarske krive imaju izuzetan znacaj u racunarskoj grafici. Neki
laserski Stampaci koriste Bézierove? krive za predstavljanje slova i
drugih simbola

U pisanju matematickih tekstova postoje dvije krajnosti: da
tekst samo u “grubim crtama” opiSe matematicke objekte i vise
se oslanja na njihovu intuitivnu predstavu ili da bude precizan ali
shvatljiv samo matematicarima. U pisanju ovog teksta izabrali smo
sredinu. Matematicka podloga ovoj temi data je u dijelu pod nazivom
“Matematicki alati”. Prvenstveno, Zelimo da tekst bude od koristi
studentima i srednjoskolcima. Nadam se da ¢e on na njih djelovati
motivaciono, radi veée upotrebe racunara u nau¢no-edukativne svrhe.

' René Descartes, 1596-1650, francuski filozof, fizi¢ar, matematicar i utemeljitel;

analiticke geometrije. Moguc¢nost algebraizacije geometrije iznio je u djelu pod
nazivom Geometrija, koje je objavio kao dodatak svojem filozofskom djelu
Discours de la méthode (Rasprava o metodi; puni naziv na francuskom jeziku
ima 31 rijec). Za vise informacija o Descartesovom doprinosu matematici vidi
Znam, Stefan i dr.: Pogled u povijest matematike, Tehni¢ka knjiga, Zagreb,
1989., str. 106-109.

2 Pierre Bézier, 1910-1999, francuski matematicar.
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1 Matematic¢ki alati

1.1 Uvodna razmatranja i definicije

Posmatrajmo krivu C na slicil.

Slika 1.

Ocigledno, nemoguce je opisati datu krivu u obliku jednakosti
y=f(x), zato Sto kriva C pada na testu “vertikalne prave”.
Algebarski receno postoje y, = f(x,) 1 y, = f(x,) takvi da vrijedi
Y, # ¥, 1 X, =Xx,, tj. imamo slucaj viSeznacne funkcije. Ovaj problem
rjeSavamo tako §to x 1 y izrazimo preko nove promjenljive ¢.

U ovom primjeru smo koristili pojam kriva, oslanjaju¢i se
samo na intuitivnu predstavu o tom pojmu. U narednim definicijama

¢emo preciznije uvesti taj pojam. Sa R ¢emo oznaciti skup realnih
brojeva.

Neka je I =[a,f] inekasu ¢: 1> R , w:I— R dvije

neprekidne funkcije*i I': 7 — R’ preslikavanje zadano sa
t=> (@) @), a<t<p.

3 Vise o pojmovima preslikavanje i neprekidna funkcija vidi u knjizi Adnadevié,
Dusan; Kadelburg, Zoran: Matematicka analiza I, Nauéna knjiga, Beograd,
1989., str. 91.

349



MATEMATIKA

Definicija 1.1 Preslikavanje T', naziva se putanjom. Tacke*

Alp(a) w(a) 1 B(p(B) w(f) nazivaju se pocetnom, odnosno
krajnjom tackom putanje, respektivno. Ako se pocetna i krajnja tacka
poklapaju, putanja je zatvorena.

Definicija 1.2 Putanju I" nazivamo prostom akoje I' : 1 — R
injektivna funkcija.

Definicija 1.3 Ako je T' zatvorena, restrikcija T |[e,[)
injektivna onda za U kazemo da je zatvorena prosta putanja.

Definicija 1.4 Slika (zatvorene) proste putanje zove se
(zatvorena) prosta kriva.

Definicija 1.5 Za prostu krivu, definisanu prostom putanjom

r:/— R?, rO=(p@) wt), a<t<p, kazemo da je
parametrizirana parametrom ¢ ili da je parametarska kriva. Takoder,
¢emo reci da je kriva zadana jednacinama

x=pt) y=y(@) as<i<p. (1)

Ako suispunjeni usloviiz definicije (1.5), tada svaka vrijednost

od ¢t odreduje tacku (x,y), koju mozemo prikazati u koordinatnoj
ravni. Spajanjem tih tacaka dobijamo geometrijsku interpretaciju
parametarski zadane krive.

Jedna od interpretacija parametra ¢ je vrijeme. U ovoj
interpretaciji jednacine x= f(t) 1 y = g(¢) daju poziciju objekta u
vremenu ¢ .

Cesto smo u situaciji da razmatramo skup tadaka

( o(t) w(t) |teA} gdje je Ac R interval. Ovaj skup tacaka ne
mora biti kriva. Medutim, mi skup A moZemo podijeliti na skupove

(segmente) [e, ,,c;], tako da dobijemo I':[e;_j,0;]— R?Z,
&)= y() , a,_, <t<a,, proste putanje. Pri cemu, podjela

skupa A jetakvadaje A=U [, ,,a;] apresjek dvatakva segmenta

4 Umjesto preciznog izrazavanja “tacka ¢ije su koordinate (x,y) u Decartesovom
pravouglom koordinatnom sistemu”, zbog kratkoée u izlaganju, re¢i cemo “tacka

(x.y)".
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moze biti samo krajnja tacka. Tada se pomenuti skup ta¢aka naziva
krivom.
Razli¢ite putanje mogu definisati jednu te istu krivu.

Primjer 1.1 Putanja t—> (cos(t) sin(¢)), 0<t<m, jeste
prosta. Slika ove putanje je polukruznica, tj. prosta kriva. Ovu krivu
mozemo zadati i sljede¢om parametrizacijom

T > (r,1-r*) —-1<7r<]

Primjer 1.2 Odredi i nacrtaj krivu definisanu sljedecim
parametarskim jednacinama.

x=t>-2t, y=t+1

Rjesenje. Svaka vrijednost ¢ daje tacku na krivoj, kako
je pokazano u tabelil, npr. ako je t=0, onda je x=0, y=1, a
odgovarajuca tacka krive je (0,1). Na slici 2 mi smo unijeli tacke

(x,y) odredene sa nekoliko vrijednosti parametra i spojili ih, tako
da smo dobili pribliznu sliku krive odredene zadanim parametarskim
jednacinama.

¢ X y
y 21 8 | -1
t=4 d]1 3]0
h=p olo]1
t=2< 1 -1 2
t=1

©1) 21013
1=0 T 3] 3 | 4
t=—1 z 418 1|5

t=-2
Slika 2. Tabela 1.

Vrijednosti x 1 y za zadano ¢
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Naslu¢ujemo da je trazena kriva parabola. Uvjerimo se u to
eliminiSu¢i parametar ¢ iz parametarskih jednacina. Kako vrijedi

y=t+1, to imamo da je
x=t"=-2t=(y-1Y-2(y-1)=y> -4y +3
Dakle, kriva zadana parametarskim jednacinama je parabola

x=y"—4y+3. 0

U primjeru 1.2 nismo imali ograni¢enja za parametar ¢, pa je
on mogao biti bilo koji realan broj. Ponekad, mi ¢emo ograniciti ¢

tako da on uzima vrijednosti iz segmenta tj. ¢ €[a,b]. Primjera radi,
parametarska kriva

x=t>=2t y=t+1 0<t<4
prikazana na slici 3. je dio parabole iz primjera 1.2 koja
pocinje u tacki (0,1) a zavrSava u tacki (8,5). Strelica pokazuje smjer

koji opisuje tacka (x, y) kada ¢ uzima vrijednosti iz segmenta [0,4].
Opcenito, kriva zadana parametarskim jedna¢inama

x=f(@) y=g{) a<t<b (2)
ima polaznu tacku (f(a) g(a) 1dolaznu tacku (f(b) g(b) .

Y

t=4

/ (8,3)
<,(o, )

Slika 3.
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1.2 Primjena diferencijalnog i integralnog racuna na ispitivanje
parametarskih krivih

Da bi se detaljnije ispitala svojstva i preciznije nacrtale
parametarske krive, koristi se alati diferencijalnog i integralnog
racuna. To ¢emo prikazati u sljede¢em primjeru.’

Primjer 1.3 Kriva C je definisana parametarskim
jednacinama

x=t>, y=t -3t
i) Pokazati da C ima dvije tangente u tacki (3,0) 1 nadi
njihove jednacine.
ii) Nadi tacke na C gdje je tangenta horizontalna ili
vertikalna.
iii) Nadi intervale konveksnosti i konkavnosti zadane krive.
iv) Skiciraj krivu.
RjeSenje. i) Primijetimo da vrijedi y=¢ -3¢t =1(t>-3)=0
kadaje t=0 ili t= +1/3 . Tako da tatku (3,0) dobijamo preko dvije
vrijednosti parametra, ¢ = V3 it=-+3.Tonam pokazuje da kriva

C sijece samu sebe u tacki (3,0) . Bududi da je

dy
dy g 3t°-3 3( lj
dc dx 2t 20 ¢
dt

dy

6
Izvod tangente kada je t++3 je E:im:iﬁ’

pa,
slijedi da su jednacine tangenti na zadanu krivu u tacki (3,0), oblika

y=\/§(x—3) i y=—\/§(x—3).

if) Kriva C ima horizontalnu tangentu kada je Pb_ 0,1 to,

dx

d . dx
kadaje—y =0 1 —#0Posto je Y _ 3t* =3, to ¢e spomenuti uslov
dt dt dt

biti ispunjen kada je t* =1, tj. ¢ = +1.

5 Stewart, James: Calculus, 7" ed., Brooks/Cole, Pacific Grove, 2011 .,str. 670.
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Odgovarajuce tacke na krivoj C su(1,-2) i (1,2). C ima

tangentu paralelnu y-osi kada je dx _ 2t=0, tj. kada je £=0.

dt

(Primijetimo da je tada @ #0). Odgovarajuca tacke na krivoj C
dt

je (0,0).
iii) Da bi smo odredili konveksnost i konkavnost izra¢unajmo
drugi izvod:

2(2) 31
d’y _dt\dx)_2\ 1) 3+

dx*  dx 21 4r°
dt

Na osnovu dobijenog izraza za drugi izvod zakljucujemo da je
kriva C konveksna za ¢ >0 i konkavna za ¢ <O0.

iv) iskoristivs$i rezultate dobijene pod 1), ii) 1 iii) skicirajmo
grafik. Grafik zadane krive je prikazan na slici 4.

Slika 4.

Sada ¢emo pokazati kako se izraCunava povrsina koju formira
jedna parametarski zadana kriva.
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Primjer 1.4 [zracunati povrsinu prvog “svoda” cikloide
iznad x-ose, od tacke x =0 do tacke x=2ar .

RjeSenje. Parametarske jednacine cikloide su

x=a(t—sint) y=a(l —cost).

Odgovarajuce vrijednosti za parametar ¢ su t=0 1 t=2rx,
takoder, imaju¢i u vidu da je dx = a(l—cost)dt , i poznate formule
za izraCunavanje povrsine dijela ravni ograni¢ene krivom datom u
eksplicitnom obliku y = f(x) 1 x-osom imamo

2 27
P= If(x)dx = Ia(l —cost)a(l—cost)dt
0

0

2r o
=q’ J(l—200$l‘+coszt)dt:a2 I(I_ZCOSt+M)dt =
0 0

. t sin2t),,
=a’|t-2sint+—+ =a’3r.
2 4
Prvi “svod” cikloide ¢iju smo povrSinu izracunali prikazan je
na slici 5.

z=1—gint
y=1-—cost
o0tl2mw

1=0 t=2mw

Slika 5.
Posmatrajmo krivu zadanu parametarskim jednacinama:
x=¢) y=w() gdje su @ 1 y neprekidne funkcije
na odsjeCku [a,f]. Na toj krivoj uo¢imo luk 1=4B za
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tela,B], a zatim ¢emo ga podijeliti na n dijelova tackama
M, M ,M,,....M, , koje odgovaraju vrednostima parametra ¢

a=t,<t <t,<..<t,=p.Ako sa p, ozna¢imo duzinu duzi

M, M,,  ,ondaje p, = \/(xk+1 -x.)" + (.., =) odakle je duzina
cijele poligonalne linije M, M,,M,,...,M, jednaka

n—1 n—1
p= Zpk - Z\/(xlm _xk)2 + (Ve _yk)2 =
k=0 k=0

B nZ\/[gD(tk“) — (4] ’ +Hy () —w (] 2

Ako su funkcije ¢ i ' neprekidne onda na osnovu
Lagranzove teoreme® vrijedi

Pt ) —o) = (6 —1,): (Dy(fk) T, €(tot)

W)~y ()=t —1): V/'(Tlt) TZ €t t)
Slijedi da je

n—1
P=X(t—t NP @17+l 1T ()
k=0
Suma (3), iako sli¢i na integralnu sumu, nije integralna suma.

Ona bi bila da je 7, =7, . Ali, kako ona ima istu grani¢nu vrijednost
kao i integralna suma’

PYCIEAN TICS RGNk

v . . * . .. .
to moZemo uzeti da je 7, =7, 1da vrijedi

=3t Wi @1+ @]
Ako sada uvedemo funkciju f(f)= \/[(p'(t] *+[y'(t]* na

¢ Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813, talijanski matematicar i astronom. Dokaz
Lagrangeove teoreme vidi u knjizi Adnadevi¢, Dusan; Kadelburg, Zoran:
Matematicka analiza I, Nau¢na knjiga,Beograd, 1989., str. 131.

7 Dokaz ove ¢injenice vidi ibid str. 209.
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[a, ], 1 oznaku At, =t¢,,, —t,, onda je, po definiciji odredenog
integrala

n—1

B B
lim 3" f(z,)Ar, = [£(0)de = [Jlp OF +Iy (O] dt.

maxAtk —0 k=0

Sadruge stranekada n — oo 1 max A¢, — 0 duZinapoligonalne
linjje tezi duzini luka, pa je stoga duzina luka data sa

n—o0
max Ay —50k=0 k=0

. n-1 - - . n-1 B - -
s= lim Y G @l +y @) = Im Y Ay = [VIg @OF +1y @) P dr

max Atk —0

Na osnovu ¢injenica do kojih smo dosli vidimo da vrijedi
sljedeci teorem.

Teorema 1.1 Neka su ¢@(t), i y(t), a<t< [, neprekidne
funkcije koje imaju neprekidne izvode. Tada za duzinu s krive,

odredene jednacinama x = ¢@(t), y=w(t), a <t < f vrijedi

B
s=[\lg OF +ly )T at o

Primjer 1.5 /[zracunaj duzinu krive zadane parametarskim
jednacinama

x=tsint, y=tcost, 0<¢t<2r.

Rjesenje. Na osnovu prethodne teoreme imamo sljedeci racun:

27
§= I\/(sint+t cos 1)’ +( cos t—tsint)* dt
0

2z
- j\/sin2t+2tsintcosz+t2 cos’f+cos’t —2tsintcost+1’ sin’t d
0

2
= J-\/(sinzt+coszl‘)+12(coszt+sin21) dt
0
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2z
=J.\/1+t2 dt .
0

Kako vrijedi

j\/1+t2 dt=%\/1+t2 +%ln|t+\/1+t2 |+C,

gdje je C proizvoljna konstanta, to na osnovu Newton-
Leibnizove formule slijedi

2z

s = J.\/1+t2 dl‘Z(%\/l+t2 +%ln|t+\/1+t2 |J o
0

= 21+ (27)’ +%1n|27z+1/1+(27z)2 |~ 21,2563,

Dio krive ¢iju smo duzinu izracunali prikazan je na slici 6.

O
Slika 6.

Neke krive se bolje mogu opisati ako njene tacke prikazemo
u polarnim koordinatama. Tako, posmatraju¢i krive u polarnim
koordinatnama doSlo se do nekih “poznatih” krivih kao §to su
Arhimedova spirala 1 Bernulijeva lemniskata.

Za svaku tacku (x,y) € R? za koju vrijedi x* +y* #0 vazi

x2 +y2 x2+y2
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Odatle se moze izvesti da postoji jedinstveno odreden broj

@ €[0,27) takav da je

X . y
COSP = ———, SiNQY=——"—.
¢x2+y2 ¢x2 +y2
Umjesto intervala [0,27) mozZe se uzeti bilo koji drugi
poluzatvoreni interval duzine 27 , npr. [-7z, ) . Tako uvedeni broj ¢
zovemo polarnim uglom tacke (x,y), a broj r =+/x* +3* zovemo

polarnim radijusom te tacke. Brojevi r 1 ¢ nazivaju se polarnim
koordinatama te tacke i o¢igledno je oni jednozna¢no odreduju. Vazi

X=rcos@, y=rsing “)
r=aqx>+y%, Z=g(p a x#0
2 2 )
rEAlx"+yS, ==t za x#0.
d X &9 m jednafinom oblika

r=f(p), gdie je f:(a,B)— RTU{0}, onda skup tataka u ravni
¢ije polarne koordinate » i1 @ zadovoljavaju tu jednacinu moze
predstavljati neku krivu. Kao i u slucaju pravouglih koordinata,

mi krivu zadanu u obliku »= f(¢) mozemo =zapisati pomocu
parametarskih jednacina na osnovu (4) na sljede¢i nacin.

x=rcosp= f(p)cosp, y=rsing= f(@)sing
(5)
gdje je @ parametar.

Primjer 1.6 Arhimedova spirala je zadana polarnim
koordinatama jednacinom:

r=aq, a=const>0
na osnovu (5) vrijedi

X=rcosp=a@cos@, y=rsing=a@sin@
gdje je ¢ parametar.
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Uzmemo li uobiCajenu oznaku za parametar dobijamo
parametarske jednacine Arhimedove spirale:

x=atcost, y=atsint, t>0. 0

2 Vizuelizacija parametarskih krivih u programu GeoGebra

Program GeoGebra je besplatni matematicki softver koji
povezuje geometriju, algebru i analizu. GeoGebra omogucéava
istraZzivanje mijenjanjem polozaja, veli¢ine geometrijskih objekata
1 njihovim uporedivanjima sa algebarskim zapisom u algebarskom
prozoru. Program je besplatan i preveden je na viSe od 40 svjetskih
jezika.

U programu GeoGebra moZemo raditi sa brojevima, uglovima,
taCkama, vektorima, duzima, pravama, konikama i parametarskim
krivama. Ove objekte zadajemo pomocu koordinata ili jednacina u
traku za unos (slika.7) nakon cega treba pritisnuti tipku enter.Tada se
algebarski zapis pojavljuje u algebarskom prozoru, dok se njegova
geometrijska interpretacija, tj. njegova vizuelizacija, automatski
prikaze u geometrijskom prozoru.

oEEEPE R ANCED ]

‘\ Klizaé

Algebarski prozor

K, = (=315 con(@s
y=(-31+cos(d1)

.| Geometrijski prozor

Traka za unos

/

Slika 7. Radno okruzenje GeoGebre
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Op¢i oblik naredbe za unos parametarski zadane krive u
GeoGebri je:

Curvelizraz ey, izraz e,, parametar ¢, broj a, broj b].
Unosenjem ove naredbe dobijamo parametarsku krivu u

kartezijevim koordinatama sa zadanim izrazima e; za x 1 e, za y,
koji su izrazeni preko parametra ¢ iz zadanog segmenta® [a, b].

Primjer 2.1 Neka je data parametarski zadana kriva

x =(-3.1-5cos(4?)) cos't

}, te[0,2r].
vy = (=3.1+cos(41))sin’ (4)

Skicirati krivu u programu Geogebra.

Rjesenje. Na osnovu opcéeg oblika naredbe za unos
parametarski zadane krive, unijet ¢emo sljede¢u naredbu u traci za
unos

Curve[(-3.1-5cos(4t))cos(t)"2,(-3.1+cos(4t)) sin(4t)"3,t,0,2 pi],

1 pritisnuti tipku enter. Istovremeno dobijamo u algebarskom
prozoru njene jednacine, a u prozoru za graficki prikaz njenu
vizuelizaciju kroz graf u Descartesovom pravouglom koordinatnom
sistemu. Graf zadane krive, nacrtan u GeoGebri, dat je na slici 8.

Kliza¢ (Slider) je GeoGebrin alat koji nam omogucava
kontrolisanje vrijednosti parametara iz odredenog intervala. Unosom
dodatnih parametara u jednaCine parametarski zadanih krivih 1
kontrolisanjem njihovih vrijednosti pomocu klizac¢a, dobijamo
neocekivane moguénosti za njihovo istrazivanje. Da bi smo aktivirali
kliza¢ potrebno je kliknuti na ikonicu ovog alata u alatnoj traci, a
zatim na slobodnu povrSinu u geometrijskom prozoru. Pritom se
otvara dijaloski prozor u kojem odredujemo granice za parametar.
Oblikovanje 1 polozaj klizaca odreduje se u dijaloSkom prozoru
Svojstva. Pri tome, da bi parametar iz jednacine krive bio povezan sa
alatom kliza¢, mora imati istu oznaku kao 1 klizac.

8 Oblici naredbi preuzeti iz Hohenwarter, M.; Hohenwarter, J.: GeoGebra Help:
Official Manual 3.2. [pdf.], International GeoGebra Institute, s.1., 2009., str. 54,
URL: http://www.geogebra.org/help/ docuen.pdf. [pristupljeno 28.08.2014].

361



MATEMATIKA

3. Galerija parametarskih krivih

Koriste¢i kliza¢, unose¢i razli¢ite parametarske jednacine
krivih, dobijali smo njihove interesantne geometrijske interpretacije.
Neke od ovih slika podsjecaju na likove iz naucno-fantasti¢nih
filmova, neke na umjetnicke crteze razliCitih pravaca. Dok neke
pak, lice na precizne inzinjerske skice. Ispod svake slike date su i
parametarske jednacCine odgovaraju¢e krive. U nama dostupnoj

literaturi, krive sa ovakvom geometrijskom interpretacijom nismo
vidjeli.

x=[ 0.6+ cos (8333)]sin (2.57) XoL06 cos (ln3n x=[ 06+ cos (8.31)]sin(2.50)
106425 2333 25 y = [0.6+2.5 cos (8.331)] cos>(2.51) ’ ’ ’

Y Eo[lé ]+ 5 cos (8.3331)] cos”(2.51) ref0.121] y = [0.6+2.5 cos (8.3¢)] cos?(2.5¢)

te[0,127

te[0,127]

a

x =4 cos t -cos’ (81) ¥ =[4.4-cos(0.31¢)]sin>(1.5¢) } x =1.5 sint-sin(7¢)
y = 4 sin ¢ -sin (8t) ¥ = [44 + 1.9 cos(0.31)] cos’t y =-12°%" 1 cos> (51)]
te[0,27] tef0,127] } tel0,27]
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N A

,
2 7 DM

<
x =l.5‘12COSt— COSS (8t) x = SC(TS (40 _ CC')SS(4 D)
y =1.5 sin ¢ -sin (77) y =1.5 sin (8¢)-sin (8¢)
t €[0,27] t€[0,27]
_1\ 0 1 2 1
_ qcos (2¢) 5
X =5 - cos (4 1) x = [0.6 + cos(6.67¢)] sin(20)
y =15 sin (8)-sin (81) 3 =[0.6 + 3.1c08(6.671)] cos*(21)
t€[0,27] 1 e[0,127]

¥ =15 sint -sin(3) x = 1.5 sin ¢-sin (6¢)

— 5
d _0 32'4 cos 1 -cos” (71) y =3.9 cos t - cos’ (5¢)
<1027l te[0,27]
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x = (-1.5 + 4.1cos(1.75¢)) cos*(0.7¢) x=[-3.1-5cos(41)] cos’ ¢
y =[-1.5 + cos(1.75 1)] sin>(0.7¢) y = [-3.1+cos(41)] sin®(4r)
te[0,127] te[0,4r]

x = 1.6sin ¢ +sin(5¢) x =-5c0s(1.02047) cos* ()
2

y =-2.6 cos t+cos” ¢ y =cos(1.0204¢) sin® (5¢)

t€[0,47] te[0,127]
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x =(2.7 cos(1.86)) cos® (2.6) X = 3197 - cos® (441
y = cos(1.86¢)sin(2.6¢) o asin t )
£ e[0,127] y =02 - sin(-3.9¢)
te[0,127]
Zakljucak

Galilej’ je u svojim pismima napisao: “Trouglovi, kvadrati,
kruznice, sfere, konusi i piramide slova su kojima je pisana priroda”.'
Vizuelizacija parametarskih krivih kao da potvrduje njegovu misao.
Mozda bi algebarski prijevod ove njegove recenice bio: parametarski
zadane jednacine krivih su Sifrat prirode. DeSifriranjem ovih Sifrata
sigurno bi se doSlo do novih znacajnih Cinjenica iz matematicke
teorije i primjena. Njihovom proucavanju uz pomo¢ svima dostupnog
softvera i matematickih alata, mogu se posvetiti ne samo profesionalni
matematicari, ve¢ i nadareni studenti i srednjoskolci.

Nadamo se, da smo uspjeli u svojoj namjeri predstavljanja
parametarskih krivih na Sto je moguce jednostavniji nacin, a da se
pri tom pridrzavamo strogih pravila matematickog izlaganja.

° Galileo di Vincenzo Bonaiuti de’ Galilei, 1564-1642, talijanski matematicar,
fizi¢ar, astronom i filozof. Odigrao je znac¢ajnu ulogu u razvoju moderne znanosti.

10 Citat preuzet iz knjige Siki¢, Zvonimir: Filozofija Matematike, Skolska knjiga,
Zagreb, 1995., str. 31.
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