Kvadratura kruga

Dzevad Burgi¢
Edin Tabak

Kvadratura kruga

UVOD

U ovom radu bit ¢e prikazan jedan matematicki problem koji od davnina
budi interesovanje i znatizelju. Naime, postavlja se pitanje da li je moguce
konstruisati kvadrat iste povrSine kao i zadati krug. U periodu anti¢ke Gréke!,
stari Grei su mogli da izracunaju povrSinu raznih geometrijskih ravnih likova
uz pomoc¢ povrsine kvadrata, pa se postavljalo pitanje da li se i povrSina kruga
moze izraziti na isti nacin.

Prikazat ¢emo osnovne pojmove koji se spominju u problemu kvadrature
kruga, broj 1 konstrukcija kvadratnog korijena nekog broja. Data su osnovna
saznanja o broju, njegova numericka vrijednost, kao i njegove aproksimacije.
Prikazane su i formule za izraCunavanje njegove priblizne vrijednosti.
Takoder, pokazano je na koji nacin se konstruiSe kvadratni korijen nekog
realnog broja.

Nakon toga, prikazani su neki od drevnih pokuSaja rjeSavanja ovog
problema i1 doprinosi svakog pokusaja u aproksimaciji broja

U posljednjem dijelu ovog rada, uz pomoc tri leme, dokazana je teorema
da je broj transcendentan. U dokazima je koriStena algebra polja i osnovna
saznanja o algebarskim jedna¢inama, polinomima i korijenima tih polinoma.
Dokazom da je broj transcendentan, te da se transcendentan broj ne moze
konstruisati pokazano je da drevni problem kvadrature kruga nije moguce
rijesiti uz pomo¢ lenijara i trokuta.

Klju¢ne rijeci: konstrukcija, aproksimacija, iracionalni i transcedentni
brojevi.

1) Period od oko 1000 godine p.n.e. do 323. godine p.n.c.
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O kvadraturi kruga

Kvadratura kruga je matematicki problem c¢ija formulacija glasi:
»Konstruisati kvadrat ¢ija je povrSina jednaka povrSini datog kruga®. On
predstavlja jedan od tri najpoznatija nerjesiva problema anticke Grcke. Pored
ovog problema postoje jo§ problemi trisekcije ugla i udvostrucenje kocke.
Trisekcija ugla je problem u kojem je potrebno graficki podjeliti ugao na tri
jednaka dijela, a udvostrucenje kocke se odnosi na izracunavanje stranice
kocke koja bi imala dva puta veéu zapreminu od unaprijed zadane kocke.

U svakodnevnom zivotu kvadratura kruga je sinonim za nerjesiv problem.
Kvadraturu kruga su vijekovima rjeSavali matematicari, naucnici 1 drugi.
Kvadratura se u geometriji koristi kao sinonim za izracunavnje povrsine, koja
je za anti¢ke Grke bila veoma vazna. U helensko doba izraCunavanje povrSine
izvodilo se predstavljanjem povrSine geometrijske figure preko povrSine
kvadrata.

Grei su znali kako da izraCunaju povrSinu trougla, pravougaonika,
svakog mnogougla, kao i geometrijskog tijela koje je sastavljeno od vise
ravnih geometrijskih likova. Takoder su znali da izracunaju 1 povrSinu nekih
figura sa krivim linijama, ali nikada nisu uspjeli da samo uz pomo¢ Sestara i
lenijara konstruiSu kvadrat ¢ija je povrSina jednaka povrSini zadanog kruga.
Konstrukcije pomocu Sestara i lenijara podrazumijevaju konstrukcije samo
pravih linija 1 krugova. Da bi se rijeSio ovaj problem potrebno je odrediti
stranicu a kvadrata iz povrSine datog kruga. Sada ¢emo da pokazemo koliko
bi trebala da iznosi stranica naSeg kvadrata.

,Kako je povrsina datog kruga, poluprec¢nika r, jednaka:
P =r?m,
a povrsina kvadrata stranice a, jednaka:
P =a?
Izjednacavanjem ovih povrSina dobijamo:
a? = r?m.

Radi pojednostavljenja problema, ali bez gubitka opcenitosti, uzimamo da
je poluprecnik 1 korjenujemo nas izraz, te iz toga slijedi da je:

a =+/m.

Dolazimo do zakljucka da stranica kvadrata c¢ija je povrSina
jednaka povrsini jedini¢nog kruga, iznosi @ = V. Stari Grei su
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znali da geometrijski odrede kvadratni korijen nekog broja, pa se
problem onda svodi na konstrukciju kvadratnog korijena broja .

Konstrukcija kvadratnog korijena nekog broja

Da bi se konstruisao kvadratni korijen nekog broja a potrebno je nacrtati
duz duzine a i produziti je za jedini¢nu duzinu. Nakon toga opiSemo polukrug
na ovoj duzini.

Slika 1. Konstrukcija kvadratnog korijena broja a

Iz sli¢nosti trouglova slijedi da vrijedi proporcija:

AABD i ADBC
AB:BD = BD:BC
BD? = AB - BC

BD =+AB-BC = a.

Vidimo da je visina, podignuta u tacki B do presjeka sa nasim polukrugom
u tacki D, ustvari duzina kvadratnog korijena duZzine a.

Broj m i neke aproksimacije broja

,,Broj 7 je matematicka konstanta koja se Siroko primenjuje u matematici
1 fizici. Njena priblizna vrijednost je 3,14159, a definiSe se kao odnos
obima 1 preCnika kruga, ili kao odnos povrSine kruga i1 kvadrata nad
njegovim polupreénikom.”“ Broj je takoder poznat i kao Arhimedova’
konstanta. Oznaka za broj potiCe od grcke rije¢i perimetros, S$to
zna¢i mjeriti okolo. U matematiku ju je uveo matemati¢ar Vilijem
2) Tamara S. Kvadratura kruga, Magistarski rad, Beograd 2011. str. 4

3) Arhimed - matematicar i najveéi fizi¢ar starog vijeka (287 g. p.n.e. - 212. g. p.n.e.).

151



152

Matematika Dzevad Burgi¢ / Edin Tabak

Dzouns 1707. godine kada je objavio svoju knjigu Novi uvod u
matematiku, mada je i ranije koriStena za oznacCavanje obima kruga.
Oznaka je postala standardna nakon S$to ju je usvojio Leonard Ojler
1734. godine.

Broj je iracionalan broj, $to zna¢i da se njegova vrijednost ne moze
izraziti preko razlomka. Zbog toga njegov decimalni zapis nema kraja i nije
periodi¢an. Ovu osobinu broja je dokazao Johan Hajnrih Lambert 1761.
godine. Broj je takoder i transcendentan broj, $to znaci da ga nije moguce
izraziti koriStenjem konacnog broja cijelih brojeva uz cetiri osnovne racunske
operacije (sabiranje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje) 1 korjenovanje.
Ferdinand fon Lindeman je 1882. godine dokazao da ne postoji polinom sa
racionalnim koeficijentima c¢iji bi korijen bio broj 7.

Numericka vrijednost broja zaokruZena na 62 decimalna mjesta iznosi:

m =~ 3.141592653589793238462643383279502884197169399375105827494459.09

Beskona¢ni niz cifara u decimalnom zapisu broja  vijekovima je
predmet interesovanja matematiCara i laika. Cak je i datum 14.03.°
proglasen kao Dan broja .

Najstarija poznata aproksimacija broja m potice od Vavilonaca, koji su u
XX vijeku p.n.e vrijednost za broj m priblizno odredili sa 5~*2 U istom
periodu u Rindovom papirusu broj @ je aproksimiran sa (19—6)2 ~3160493.. . U III
vijeku p.n.e Arhimed je odredio donju i gornju granicu za broj” =: 2 <z < 22

71" <70
tj 3.140845 ... < w < 3.142857 ...

Naucnici su se takmicili da izracunaju vrijednost broja sa §to vecom
tacnoScu, tj. sa Sto ve¢im brojem tac¢nih decimalnih mjesta. Od 1949. godine
svi rekordi su izracunati uz pomo¢ racunara. Godine 2004. kanadski tim
nau¢nika je izracunao broj m sa tacnoS¢u od bilion decimalnih mjesta.
Trenutni rekord u izracunavanju broja decimalnih mjesta drzi amerikanac
Aleksandar J. Yee, koji je 8. oktobra 2014. godine dosao do broja od 13,3
triliona decimalnih mjesta.

Zbog transcendentnosti broja @ ne postoje prikladni zatvoreni izrazi za taj
broj, pa se u numerickim izracunavanjima koriste priblizne aproksimacije.
Obi¢no se koriste aproksimacije 3,14 ili >. InZenjeri Cesto koriste
aproksimacije 3,1416 (5 znacajnih cifara) ili 3,14159 (6 znacajnih cifara)
radi vece preciznosti u svojim izracunima.

4) Ojler - $vicarski matematicar i fizicar koji je zivio i radio u XVIII vijeku.

S5) Tamara S. "Kvadratura kruga", Magistarski rad,Beograd 2011. str. 55

6) Americko zapisivanje datum 3.14, $to predstavlja pribliznu vrijednost 7T
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Neke od formula i aproksimacija za izraCunavanje priblizne vrijednosti
broja 7 su:

7t Njutnova’ formula:

i 1+l 1+E 1+E 1+ﬁ(1+---)
s (2k+1)” 3 5 7 9

7t Aproksimacija Koc¢anskog®:

/40
e 2+/3 =~ 3,141533 ...

© Vijetova aproksimacija’:

2
o 2o Y2 a2 yIVARVE
T 2 2 2
7t Lajbnicova aproksimacija:
o Tol_ 1 1 1.1
4 1 3 5 7 9
7t Bazelski problem:
m_1,1, 1,1,
T e T T2 T e

n Verizni razlomak (jedan od primjera)

4 1
T ;—1+—4.

Drevne kvadrature kruga

U ovom poglavlju upoznat ¢emo se sa starim filozofima, matematicarima
1 ostalim licnostima koji su dali svoj doprinos u rasvjetljavanju problema
kvadrature kruga.

Rindov papirus je kolekcija poznatih matematickih znanja iz perioda
Starog Egipta. Smatra se da potice iz 1750. godine p.n.e. Osim Rindovog,

7) Isak Njutn (1643 - 1727) je bio engleski fizicar, matematicar, astronom, alhemicar i filozof. Razvio
je infitezimalni racun, otkrio zakon gravitacije i zakon kretanja

8) Kocanski poljski jezuitski svecenik, 1865. godine.

9) Borwein J. M. The life of Pi: From Archimedes to Eniac and Beyond, Berggren Festschrift, 2010.
str. 6
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postoji 1 Moskovski papirus,'® koji je i stariji oko 100 godina od Rindovog,
ali Rindov sadrzi puno vise matematickog materijala.

,U Rindovom papirusu se nalaze i sljede¢a saznanja:

"236 ~ 31605 ...,
81

2. Povrsina kruga se izraCunava po formuli: P = Z—:dz (d je precnik
kruga),

3. Ako se precnik kruga umanji za, dobija se stranica kvadrata priblizno
iste povrsine kao zadati krug.[10 vol II, str. 302]“"

1. Broj je aproksimiran sa

Anaksagora (500 — 428. godine stare ere) je bio prvi Grk, za kojeg se zna
da se bavio problematikom kvadrature kruga. Anaksagora je bio prvi koji je
prikazao da problem kvadrature kruga predstavlja matematicki problem.

»Antifon iz Atine, koji je Zivio u V vijeku p.n.e. napisao je Cetiri teksta, od
kojih su sacuvana samo dva: Istina i O sloZenosti. On je razmatrao problem
kvadrature kruga i u tom kontekstu ga spominje Aristofan (448 - 335. godine
stareere):,,Tadauzmem lenijariSestarizmjerim, ikrug se ukvadrat pretvorio.“!
O njegovom pristupu navedenoj problematici tumacenja su dali Simplikije'
i Temistije, u komentarima Aristotelove Fizike [Physics I, 185 a 18].<!

Slika 2. Antifonov metod

,Nakon upisivanja kvadrata u zadati krug, nad njegovim stranicama se

10) Prema ovom obrascu, Egipéani suznali za povrsinu pravougaonika, trougla, za zapreminu povr-
Sine i zarubljene Cetverostrane piramide.

11) Tamara S., Kvadratura kruga, Magistarski rad, Beograd 2011. str 7.
12) Ptice (Preveo milo§ N. Puri¢, Beograd: Nolit, 1963.) - Meton geometar u sceni V.
13) Simplikije jedan od posljednjih neoplatonicara iz VI vijeka nove ere.

14) Tamara S., Kvadratura kruga, Magistarski rad, Beograd 2011. str 9.
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konstruiSu jednakokraki trouglovi. Tjeme svakog trougla nalazi se naspram
stranice kvadrata i lezi na kruznici. Tjemena kvadrata i navedena tjemena
trougla, njih osam ukupno, su tjemena pravilnog osmougla upisanog u krug.
Isti postupak se ponavlja, pa se dobija pravilni Sesnaestougao upisan u krug.* '

Svaki naredni put broj ivica se udvostrucuje, a obim 1 povr§ina mnogougla
sve su blize obimu 1 povrSini kruga. Nakon odredenog broja ponavljanja
konac¢no bi se mnogougao i krug podudarili. Kako Antifon zna da konstruise
kvadrat iste povrSine kao 1 zadati mnogougao, iz jednakosti povrsina kruga 1
mnogougla slijedila bi i jednakost povrSine kruga i1 kvadrata.

Brisonov metod - Brison (kasni V vijek p.n.e) je bio drevni grcki
matematicar koji je dao doprinos rjeSavanju problema kvadrature kruga i
izraCunavanja broja 7. ,,Brison je takoder, kao 1 Antifon, doSao na ideju da se u
krug upise poligon i zatim udvostruci broj stranica poligona i ponovi proces*,'
dobijajudi kao rezultat donju granicu aproksimacije povrsine kruga. Brison
je kasnije ponovio istu proceduru sa poligonima opisanim oko kruznice,
dobijajuci gornju granicu aproksimacije povrsine kruga. Sa ovim proraCunima
Brison je mogao da aproksimira i broj w Cak da postavi i donje 1 gornje
granice vrijednosti ovog broja. Zbog kompleksnosti aproksimacije uspio je
da aproksimira broj w na samo 5 decimala.

,»Hipokrat (470 — 410. godine stare ere) je gréki matematicar i tvorac
mnogih geometrijskih otkri¢a, a posebno se isticao na polju konstrukcija.
Hipokrat je u Atini boravio izmedu 450. 1 430. godine p.n.e. i u tom periodu se
zainteresovao za geometriju i pokusao da rijesi problem kvadrature kruga (5,
vol. I, str. 183). Pri tim pokusSajima rijesio je problem kvadrature lunule 1 time
pokazao da ,krivolinijski lik* moze biti jednak ,,pravolinijskom*. Hipokrat
je poznat i po prvom pokuSaju da se geometrijska znanja sistematski izloZe u
deduktivnoj formi. Prema Eudemu, Hipokrat je sastavio prve Elemente i time
zapoceo dugu istoriju zasnivanja geometrije kao deduktivne nauke. Njegove
stavove Euklid je kasnije uklju¢io u I, III i VI knjigu svojih Elemenata. !’

O rjesivosti problema kvadrature kruga

Sada ¢emo navesti osnovne definicije 1 teoreme potrebne u nastavku ovog
rada.

Jednacina oblika:
a xta x"'+..+axta =0,
n n-1 1 0

pri ¢emu su a, proizvoljni realni brojevi i x nepoznati realan broj, naziva se

15) Tamara S., Kvadratura kruga, Magistarski rad, Beograd 2011. str 10.
16) Heath T.L. 4 History of Greek Matematich, vol. 1. Dover Publications, New York, 1981., str. 224.
17) Tamara S., "Kvadratura kruga", Magistarski rad, Beograd 2011. str 11.

155




156

Matematika Dzevad Burgi¢ / Edin Tabak

algebarska jednacina » - tog stepena.
Neka je F = (K +;,0,1) polje ineka a, ... a, € F Algebarski izraz oblika:
a,tax+..+ax"
je polinom nad poljem F sa koeficijentima a, a,, ... , a,

Ako je a /= 0, mozemo re¢i da je stepen naseg polinoma n. Skup svih
polinoma nad poljem F obiljezava se sa F[x]. Element a € F je korijen
polinoma (rjeSenje algebarske jednacine) p € F[x] ako vrijedi da je p(a) =
0. Polinom p € F[x] moZemo svesti na F ako je p proizvod polinoma nad F
stepena manjeg od stepena polinoma p.

Neka su F 1 K1 polja takva da je F c K.F je podpolje polja K, a K
je raSirenje polja E Svako polje L za koje vrijedi F ¢ L ¢ K naziva se
medupolje. Takoder vrijedi da je K vektorski prostor nad F. Dimenzija ovog
prostora oznacava se sa [K:F] Ako je ova dimenzija konacna onda je K
konacno rasirenje polja F. Element a € K je algebarski nad F ako je a korijen
nekog polinoma nad poljem F Element A € K je transcendentan nad F ako 1
samo ako nije algebarski nad poljem F.

Transcendentnost broja n

Jedna od vaznih stvari u razmatranju rjeSivosti problema kvadrature kruga
je dokaz da je broj m transcendentan. Zasluge za ovaj dokaz idu njemackim
matemati¢arima Ferdinandnu fon Lindemanu (1852. — 1939.) i Karlu
Vajerstrasu (1815. - 1897.). Transcendentnost broja m slijedi kao direktna
posljedica njihove teoreme.

Teorema 1.8

Ako su aq, ay, ...y, razliciti algebarski brojevi, tada su:e%1,e%, ... e%n
linearno nezavisni nad skupom algebarskih brojeva.

Da bi se teorema dokazala potrebno je pokazati da ako su a4, a5, ... a,
razli€iti algebarski brojevi takvi da vazi (a4, ay, ...a,) # (0,0,...,0), onda
vrijedi: a;e® + a,e?2 4 -+ a,e% % 0.

Lema 1. Ako su K i c cijeli brojevi razliciti od nule i By, B3, ..., Bm korijeni
polinoma sa cjelobrojnim eksponentima T (x) = vx™ + --- + u, pri Cemu je

K+ c(eﬁl,eﬂz, ...,eﬂm) # 0.
pM=DpTp,p-1

(»— 1!

Dokaz. Ako uoc¢imo funkciju: f(x) =

pri ¢emu je p prost broj, i integral:

18) Baker A., Transcedental Number Theory, Cambridge University Press, 1975. str 6-8. Lindeman's
Theorem
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N

1(s) = je(s‘x)f(x)dx.

0

Rjesavaju¢i integral I (s) dobijemo da je:

I(s)=e* ) fO0) - > fU(s),
2102,

pri ¢emu je n = mp + p - 1 stepen funkcije £, i fV jej - ti izvod funkcije f.

Sada posmatrajmo sumu:

ci 16) = ci el if@w) - ciiﬂ”([ﬁ) =
i=1 i=1 j=0 i=1 j=0
= (1( + Ci eﬁi> Zn:f(j)(o) _ Kzn:f(j)(o) _ Ci zn:f(j)(ﬁi)_
i=1 j=0 j=0 i=1 j=0

Izraz na lijevoj strani tezi nuli, kada P = 9, jer je:

(max [|xT(x)|])(p_1)

X€|0,s

(- 1D!

[1(s)] < |s| -Xrg[gfg][IT(x)I] :

Zbog ove Cinjenice izraz na desnoj strani je jednak:

c

C1 F,
pri cemu su cl, ¢2 konstante 1 k = p - I koji tezi nuli, kada k — oo
Iz definicije funkcije f's lijedi da je za svako j <p—1,f =0, a
za svako j>pje f(j) =0 (mod p). Takoder vrijedi:
f@-D = pm-DpTP(0) = yy(M-Vpyp,

tako da je:
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n

zf(j) (0) = v™=VPyP (mod p).

j=o
Iz definicije funkcije f'i brojeva f4, f2, -.., Bm slijedi da je:

pxpl

fO) = (v™(x = B (x = B2) o (x — ﬁm))
Prema tome za svako 1 <i<mnizasvakoj<pjef? (B,) =0, dok za svako,

m
2> FOB)
jZp—0 ;

p i=1

je vrijednost simetricnog polinoma sa cjelobrojnim koeficijentima, stepena
manjeg od mp, u taCkama ..

Takoder je za svako:

1
j pvm,,zf(’)(ﬁ)

1=

vrijednost polinoma sa cjelobrojnim koeficijentima, najviseg stepena mp u
cijelim brojevima dijeljenim sa v zato je cijeli broj dijeljen sa v". Zakljucuje
se da je za svako j, ™= f? (B) cijeli broj jednak nuli po modulu p i vrijedi
[ADIDIY | ? (B,) = 0 (mod p). Tako da je:

KZf(J)(O) + cZZf(I)(,B) Kv™=VPyP (mod p).

i=1j=

Za p > K, u, v, lijeva i desna strana prethodne jednakosti jednake su po
cijelom broju razli¢itom od nule po modulu p. Iz prethodnog slijedi:

K+ c(eﬁl,eﬂz, ...,eﬂm) +0,
Sto je trebalo 1 dokazati. ®
Lema 2.

Ako  su "Kic(1),c(2),...,c(n) cijeli  brojevi razliciti  od
nule, i ako su za svako k=1,n, {Bk)}({=1..m(k))
korijeni polinoma sa cjelobrojnim koeficijentima
T (x) = v(k)™®O + ... 4+ u(k), pri cemu suv (k), u (k) # 0 onda vazi:
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K + C(l)(eﬁ(l)l + eﬁ(l)z + .. eﬁ(l)m(l)) +
+¢(2)(eP@1 4 eF@z ... FPm@)) 4 ... 4
+C(n)(eﬁ(n)1 + eﬂ(n)Z + .- eﬁ(n)m(n)) * O_

Dokaz. Treba znati dakorijeni svakog polinoma T (x) ostajunepromijenjeni
nakon njihovog mnoZenja brojem razli¢itim od nule. Polinomi 7, (x) odreduju
se tako da je proizvod u(k)v(k)"®-' nezavisan od k, inaCe se svaki polinom 7,
(x) mnozi odgovarajuc¢im cjelobrojnim faktorom.

Jedan takav cjelobrojni faktor je naprimjer:

n

1 .
u(k)v(k)nt-1 n u(Hv()mi-t,

j=1

Za svako k = 1,n vazi da je u(k)v(ky"®"' pri ¢emu je U cijeli broj. Ako
sada iskoristimo Lemu 1 imamo:

m(k) m(k) m(k)p+p-1

c(k);1k<ﬁ<k>i)= Kk+c<k>;e<ﬁ<k>i> ]Z £90) -

m(k)p+p—1 m(k) m(k)p+p-1
K Y fPO@-cw ) > D)=
j=0 i=1 j=0
m(k)
= | K + c(k) z ePWi | yP — K, UP | (mod p).
i=1

Za svaki cijeli broj K, postoje brojevi K, - s, takvi da njihova suma K.
Sabiranjem n jednacina za svako k = 1,n lijeva strana jednacine teZi nuli
kada, p — o, dok desna strana postaje jednaka izrazu:

n m(k)
K+ Z c(k) Z eB®i | yr — KyP |,
k=1 i=1

tj. ako posmatramo ovaj izraz po modulu p vrijedi:
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n m(k)
K+ Z c(k) Z ePWi yp — KUP | = 0 (mod p).
k=1 i=1

Slobodnim izborom broja p, p > K, U i ako je K # 0 vazi:
m(k)

n
K+ Z c(k) Z ePUi £ 0,
k=1 i=1

Sto je trebalo 1 dokazati.

Lema 3. Ako su b(0),b(1),...,b(n) cijeli brojevi razliciti od nule i
y(0),y(D), .Y(M) razliciti algebarski brojevi, onda je:

b(0)e?® + h(1)e?D + -+ + b(n)e?™ = 0.
Dokaz. Ako pretpostavimo da pod datim uslovima teoreme vaZzi suprotno:
b(0)e?® + b(1)e?® + - + b(n)e¥™ = 0,

pokazat ¢emo da je ta kontrapretpostavka netacna. Prvo prethodnu jednacinu
podijelimo sa. Dobit éemo izraz: K + b(1)e*® + ... + h(n)e*™ = 0, gdje
je K = b(0)ia(i) = v(i) — v(0), za svako i = 1,n. Kako su y(i) razli¢iti
algebarski brojevi, to su onda i brojevi a(i) za i = 1, n razli¢iti od nule. Za
svako i = 1,na(i) je i algebarski pa je korijen polinoma sa cjelobrojnim
koeficijentima: T}, (x) = v(k)™®) + .- + u(k), za neke cijele brojeve v(k) i
u(k)razlicite od nule i za neki pozitivan cijeli broj m(k). Neka su a(k) , a(k),...
, a(k)m(k) korijeni polinoma Tk(x) i a(k), =a(k). Neka je o funkcija koja bira po
jedan element iz svakog od nizova: (1 m(l)), (1 m(Z)), s (1 m(k))
tako da je g (k) cijeli broj izmedu 1 1 m(k). 1z polazne pretpostavke slijedi da
je:

l_[(K + b(1)e*Wo + ... 4 b(n)e*™om = 0,
(o}

Ova jednakost ekvivalentna je sljedecoj jednakosti:

K' 4+ c(1) (efW1 4 FMD2 4 ... oPDm@)) 4 ¢(2)(eF D1 4 eF Dz 4 ... FPIm@) 4 ... 4
+c(n)(ePF™1 4 eFMz 4 ... oFMWma) = 0, gdje Su K',n,c(1), ..., c(n),m(1), ..., m(n)
cijeli brojevi razliciti od nule, a f-koeficijetni medusobno razli¢iti i razliciti
od nule. Za svako i = 1, n i svako j = 1, m(i), (i), je suma izraza oblika
ak),zak=1nit =1, u(k) . Kako je II proizvod za sve moguée izbore
funkcije a, slijedi da je za svako i1 za svako «x, svaki simetri¢an polinom
sa cjelobrojnim koeficijentima u tackama: g(k),, ... , B, takoder
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simetrican, odakle slijedi da je i svaki polinom sa cjelobrojnim koeficijentima
a(k),,....a(k),, takoder simetrian. Kako je navedeni skup korijena polinoma
sa cjelobrojnim koeficijentima, navedeni simetri¢ni polinomi su racionalni

brojevi, Sto slijedi iz Leme 1. Zato su B(k),, ..., ﬂ(k)m(k) korijeni polinoma sa
racionalnim koeficijentima: (x — B(i);) (x — B(i),) ... (x — ,B(i)m(i))-

MnozZenjem ovog polinoma odgovaraju¢im cijelim brojem, dobija se
polinomsa cjelobrojnimkoeficijentima, ¢iji sukorijeni f(k),, ..., f(k),, . Prema
Lemi 2, prethodna suma ne moZze biti jednaka nuli, pa je kotrapretpostavka
nemoguca, te slijedi da vrijedi tvrdnja Leme 3. ®

Sada kad smo dokazali ove tri leme 1 izveli njihove dokaze, mozemo
dokazati sljedecu teoremu.

Teorema 1. Ako su a,a,..a, razliciti algebarski brojevi, tada su:
e“1,e%,...,e" linearno nezavisni nad skupom algebarskih brojeva.

Dokaz. Dokazat ¢emo to tako Sto ¢emo pokazati da ako su brojevi
a,a,..a, algebarski brojevi razli¢iti od nule, onda je:

ae® +ae* + .-+ ae® # 0.

Da bi dokazali tvrdnju teoreme pretpostavit ¢emo suprotno:

a; et + ae* + .-+ aye® = 0.

Dokaz je sli¢an dokazu Leme 3. Za svako i = 1,n, a; je algebarski broj, pa
je on korijen nekog polinoma sa cjelobrojnim koeficijentima stepena d,, Ciji
su korijeni @;, @;,, ..., i, - Posebno je i; = ;. Neka je o funkcija koja bira
po jedan element iz svakog od nizova (1, ..., dy),..,(1,..,d,), takva da je za
svako i = 1,n,0; € (1, ..., d;). Prema polaznoj pretpostavci je:

a4 ... an) =
n(ala(l)e Lt an e n) 0.

{0}

za sve moguce izbore funkcije Ako rije§Simo ovaj proizvod i rastavimo ga
dobit ¢emo sumu oblika: p, ef1 + p,eP2 + ...+ byefv = 0.

Za neki ciyeli broj N razli€éit od nule, 1 za neke algebarske
brojeve  f,,...B, koji su algebarski kao suma algebarskih
koeficijenata a,b,....,b, su polinomi u tackama a;, za i=1n, j=1,d,
sa cjelobrojnim koeficijentima. Kako je Il proizvod za sve moguce
izbore funkcije o, svaki od polinoma b,,...b, je simetriCan polinom sa
cjelobrojnim koeficijentima u elementarno simetri¢nim polinomima
skupa @;,, ""aidi za svako i. b,,...,b, su racionalni brojevi, kao u dokazu
Leme 3, 1 mnozenjem jednacine sa odgovaraju¢im cjelobrojnim faktorom,
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dobijamo identi¢nu jednacinu osim Sto su sada b,...,b, cijeli brojevi. Prema
Lemi 3 to nije moguce, iz Cega slijedi da nasa kontrapretpostavka nije tacna.
Ako kontrapretpostavka nije tacna, slijedi da je tacna nasa prvobitna tvrdnja.

Lema 1 je dovoljna za dokaz da je broj m iracionalan broj, inace bi vrijedila

jednakost: ™ = —, (k, n su cijeli brojevi) i onda bi brojevi iz 1 - iz bili korijeni
. .. 2 . .. . . . o, . ,
jednagine 42 % _ i vazilo bi 2+e™ +e'* # 0, §to je nemoguce.

le

Lema 3 je dovoljna da se dokaze da je broj transcendentan broj, $to je nama
i bilo potrebno, inace bi vazilo 1+e™#0, §to je nemoguce.

Broj © nije moguce konstruisati'’

Kao §to smo ve¢ vidjeli, da bi bilo moguce rijesiti problem kvadrature
kruga potrebno je mo¢i predstaviti kvadratni korijen broja uz pomo¢ lenijara
1 Sestara. Sada ¢emo dati pojasnjenje zaSto nije moguce konstruisati broj z

Tacke u Euklidskoj ravni koje se mogu dobiti konstrukcijama primjenom
lenijara 1 Sestara su konstruktabilne, odnosno moguce ih je konstruisati.
Koriste¢i metode analiticke geometrije tacke se oznace kao uredeni parovi
realnih brojeva. Broj je moguce konstruisati ako je par moguce konstruisati.
Takoder, su tacke koje je moguce konstruisati ako i samo ako je par moguce
konstruisati. Za konstruktabilne tacke vaze sljedece osobine, sve dozvoljene
konstrukcije su svodljive na sljedece koje se navode. Ako su razliCite tacke
tada vazi:

1. Ako se duzi AB i CD sijeku onda je njihova tacka konstruktabilna,

A D

C B

Slika 6. Presjek dvije duzi i

2. Ako je krug sa centrom u tacki i poluprecnikom koji sije¢e duz tada su
presjecne tacke kruga 1 duzi konstruktabilne.

19)"Tamara S. Kvadratura kruga, Magistarski rad, Beograd 2011. str. 69.
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Slika 7. Presjek kruga i duzi

Ako se pretpostavi da koordinate tacaka 4, B, C i D leze u nekom podpolju
F realnih brojeva, koriste¢i se metodama analiticke geometrije dobijamo:

* Ako vazi navedeni slu¢aj 1, koordinate nove tacke leze u polju F

*  Ako vazi navedeni slucaj 2, koordinate nove tacke leze Fili F F(Va),
gdje je a € F neki pozitivan broj.

Zakljucak je da za svaki broj koji mozemo konstruisati postoji n € N
takvodaje: Q =Fy c F, c - c F,ia € Fy, gdieza F, = F,_,(\/a;),ap 4,
je neki pozitivan broj iz F,,. Sada slijedi da je |E,: Q| = 2™, za neki m € N,
pajei|F(a): Q| stepen broja 2. Iz ovoga neposredno slijedi tacnost sljedece
tvrdnje: Svaki konstruktabilan broj je algebarski nad poljem Q i njegov stepen
nad Q je jednak stepenu broja 2.

Buduc¢i da broj nije algebarski nad poljem Q, on je transcendentan, nije ga
moguce konstruisati. Prema tome, slijedi da problem kvadrature kruga nije
moguce rijesiti pomocu lenijara i Sestara, §to je trebalo 1 pokazati.

SUMMARY

The quadrature of the circle is a mathematical problem whose wording is:
"To construct a square area is equal to the surface of a given circle". He is one
of tree most famous problems of ancient Greece. In addition to this problem,
there are still problems of trisection of the angle and the doubling cube. Tri-
section of an angle is the problem in the wich the grafic the necessary graphic
share angle into tree egual parts, and doubling the cube refers to calculate the
sides of cube, wich would have two times more volume than the default cube.

In the daily life of the squaring of the circle is a synonym for an usolved
problem. For exampla, the expresion "you god rid of the squaring of the cir-
cle" is often used to disprove one's belief that is fas foun a simple solution
complicated problems.
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ZAKLJUCAK

Kao $to vidimo problem koji je nastao jo$ u periodu anticke Grcke rijeSen
je tek u XIX stolje¢u. Mnogi matematicari, filozofi 1 amateri zaljubljenici u
matematiku su pokusali da rijeSe ovaj problem, ali bezuspjesno. Ali svi su
oni doprinijeli §to tacnijoj aproksimaciji broja 1 formulama za §to preciznije
izracunavanje broja.

Kao $to smo vidjeli u radu, upotrebom racunara sada je moguce odrediti
tanost broja na triliona decimalnih mjesta. U staroj Grékoj aproksimacija
broja je iSla do pet ili Sest decimalnih mjesta.

Glavna prekretnica u ovom problemu i dokazivanju njegove nerjesivosti
je dokazivanje da je transcendentan broj i da ga nije moguce konstruisati, §to
je 1 prikazano u ovom radu.
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