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VISE NACINA RJESAVANJA NEODREDENIH INTEGRALA
METODOM PARCIJALNE INTEGRACIJE

SaZetak
U ovom radu prezentiramo rjeSavanje neodredenog integrala
na vise nacina, koristenjem standardne formule parcijalne integracije
u neodredenom integralu, kao i formule parcijalne integracije
dobijene pomocu formule za diferencijal kolicnika dvije funkcije.
Kljucne rijeci: neodredeni integral, parcijalna integracija,
rjesavanje zadataka na vise nacina

Kod rjeSavanja zadataka u nastavi matematike treba se
usmjeriti ve¢a vaznost rjeSavanju jednog zadatka na viSe nacina,
nego rjeSavanju niza stereotipnih zadataka na jedan isti nacin.
Razlic¢ite varijante rjeSavanja jednog istog zadatka omogucuju
uceniku da aktivira matematicko misljenje 1 iskoristi sve bogatstvo
svojih matematickih znanja. Matematicko iskustvo ucenika bilo bi
nepotpuno ako mu nikada ne bismo dali priliku da pokusa rijesiti
neki zadatak na razlicite nacine (Arslanagic¢, Milosevi¢, pp.42).

U oblasti matematicke analize, tacnije integralnog raCuna,
poznato je da se neodredeni integrali, koje moZemo rjeSavati metodom
parcijalne integracije, vrlo ¢esto mogu rijesiti 1 na neki drugi nacin.
Akcenatu ovomradu je da se vidi i sama metoda parcijalne integracije
koja se moze realizovati na viSe nacina, Sto ¢emo vidjeti na primjeru
dva zadatka.

Zadatak 1. Rijesiti integral
[ = J dx
) (x2+1)2

RjeSenje 1. Prvi nacin izrade zadatka odnosi se na uobicajeno
rjeSavanje metodom parcijalne integracije.

fudv =uv — [vdu
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gdjesu u = f(x)iv = g(x) i diferencijabilne funkcije od x.

_f d 3 x2+1—x2d [ xP+1 4 f o . 4
Tleernr ) @i Tl T ez T T
pri ¢emu je
B dy = xdx
p= [ = IR
(e 4+ 12 du = dx v—j =- !
B T2+ D2 T 2(x241)
B X +1J‘ dx X +1 tax + C.
T2+ T 2) el 202+ " 2MCr
Odavdje slijedi:
I—f x__ _ tgx + ——t ! tgx + C
B RO e A TC ) N i
odnosno
1 X
I = 2(arctgx+ 2+1) + C.

RjeSenje 2. U tablicnom integralu |, = [ =5 dx — = arctgx+C odaberimo

.
= 1 = T —__x

daje u=—i dv =dx. Tada je 4, = (Z+1)2dx1v—x i,paje
- x +J’ = X 2 x2+1—1d
17 x241 (x2 + 1)2 x_x2+1 (x2 +1)2 x

X
_x2+1+2Ux2+1 J‘(x2-+-1)2
pa je prema tome

X X 1
[1=—+2(11—I):21=11+2—=>1 2(‘”’“9’“"‘ +C

)t
x?+1 x?+1 x?+1
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Rjesenje 3. Umjesto standardne formule (1) za parcijalnu integraciju

uneodredenom integralu, integriranjem poznate formule ,,diferencijal

koliénika*
u vdu — udv
(;) = 2 ,Uv#0
dobija se
u vdu fudv J’ udv
o=
dakle
udv
oo - 3)

Formula (3) moZe se smatrati formulom parcijalne integracije u
neodredenom integralu.

Ako izaberemo da je u = % iv=x*+1,,tada je, udv = % 2xdx = dx, |

pa je ocigledno J udv __ dx
v2  (x2+1)%

Koriste¢i formulu (3) dobijamo

1 1
f—ﬁdx o 1 1fx2+1—x2
I = — = — —_ | ——d
x2+1  x2+1 2x(x2+1) 2) x2(x%2+1)

Z_EGTIE_EJ‘ fﬂ+1

gdje se nakon sredivanja izraza dobije ponovo

=

£J+o
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Slika 1. Rjesenja neodredenog integrala iz zadatka 1 za razlicite
vrijednosti konstante c
. v . du _u udv
RjeSenje 4. 1z 1zvedene formule (3) imamo da je, J—=c+]"
te obzirom da je, | = [ xz:ll, ako izaberemo da je u = arctgxiv = x* + 1,
x2

tada je dati integral upravo u obliku & — . Dakle,

. arctgx J‘ arctgx - 2xdx _arctgx

x?+1 (x2+1)2  x2+1

arctgx-2xdx
(x2+1)?

Uintegralu J=[ 1 uvedimo smjenu t = arctgx.

. 1. d .
Tadaje x=tgt=>x>+1=F2 1 x2—11=dt, pa je J=2[t-tgt-cos’tdt =

2 [t-sint - costdt = [t - sin2tdt.
Posljednji integral se rjeSava standardnom formulom (1) parcijalne

integracije, uzimajuéiu = tidv = sin2tdt, pa se dobija

J= —%tc052t+%sin2t +C.

Obzirom da je

- cos’t —sin’t 1—tg* 1-—x2 - 2x
cos2t = = = , sin2t =
cos’t+sin’t 1+tg?t 14 x? 14 x?
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lako se dobije da je

1 x2 -1 x 1 2 x
R R T N =Eamgx(l_x2+1)+2(x2+1)+C
1 arctgx x
=Earctgx— o) +2(x2+1)+C'

a zatim direktno slijedi da je

X
x2+1

I=%(arctgx+ )+C.

Zadatak 2. RijeSiti integral

XCosx
I= — dx
sin%x

e v e . .- . .. udv _ rdu _u
RjeSenje 1. Ako u formuli parcijalne integracije, J =) 7
izaberemo daje u=x i v=sinx odmah slijedi da je | = 2= - X

sinx sinx

Integral na desnoj strani se jednostavno rjeSava pomocu univerzalne

smjene tgf =t, jer se svodi na integral [ % dakle

I=ln|tg;|—ﬁ

RjeSenje 2. U standardnoj formuli parcijalne integracije (1) uzmimo

daje u=x | dv= =222

sin2x’

e p= L i S, S L S x_ %
Tadaje v=——, paje.I= + =>l—ln|tg2 +C.

sinx sinx sinx

RjeSenje 3. Izborom funkcija wu=sinx 1 u=sinx ocito se dati

integral pretvara u oblik . [ f}—u.

Prema formuli j& 2 22 glijedi
v v

v 2?
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2xsinxcosx — sin®x

sinx stnx %2 x 2xcosx — sinx
I'=— 2 4 dx = — — dx
sin?x sin*x sinx sin?x
x x2

x XCOSX dx x x
I=——+42 ——dx — _—=,—+21—ln|tg—|
sinx sin2x sinx  sinx 2

‘o olito I = x__x
paje oCito I = ln|tg2| +C.

sinx

Takoder, sljede¢i zadaci su pogodni za rjeSavanje na vise nacina

1+inx x7dx
1 flenzx f(x4+1)2
xe*
2. J P
f 2sinx+1
(2+sinx)?
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SEVERAL WAYS OF SOLVING INDEFINITE INTEGRALS
USING THE INTEGRATION BY PARTS FORMULA

Abstract
In this paper, we present the calcualtion of the indefinite
integral in several ways, using the integration by parts formula, as
well as a quotient rule integration by parts formula.
Key words: indefinite integral, integration by parts, solving
tasks in severa
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