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KONSTRUKCIJE DVOSTRUKO REGULARNIH GRAFOVA'

Sazetak

U ovom radu definisemo jednu potklasu k-regularnih grafova, koja do sada nije bila
izuc¢avana i koju smo nazvali dvostruko regularni grafovi. Definicija dvostruko regularnih grafova
je jedna generalizacija klase jako regularnih grafova koja je dosta znacajna i dosta istrazena
zadnjih decenija. Novouvedeni pojam se prirodno namece kada se usporedi s definicijom klase
kvazi jako regularnih grafova koja je takoder jedna od generalizacija pojma jako regularnih
grafova i koju su uveli Golightly, Haynsworth i Sarvatego 1997. god. Postoji nekoliko
interesantnih radova koji opisuju klasu kvazi jako regularnih grafova. U ovom radu nam je cilj
pokazati da je shodno definiciji strogo i kvazi strogo regularnih grafova opravdano uvesti novi
pojam i novu klasu grafova, te da uvedena klasa ima beskonacno mnogo clanova koji su u vezi s
dosada dobro poznatim klasama grafova kao Sto su ciklusi, kompletni grafovi i jako regularni
grafovi.

Kljucne rijeci: graf, dvostruko regularni graf, konstrukcija grafa

Uvod
Prije nego Sto definiSemo pojam dvostruko regularnih grafova, definisat ¢emo pojmove

strogo regularnog i kvazi strogo regularnog grafa. Za graf kazemo da je k— regularan ako svi
vrhovi u grafu imaju stepen £ , tj. imaju isti broj susjeda i taj broj susjeda iznosi k . Jako regularne
grafove je uveo Raj Chandra Bose 1963. godine ([3]).

Definicija 1: Povezan regularan graf G stepena k je jako regularan s parametrima
(n, k, A, u) ako ima sljedece dvije osobine:

a) bilo koja dva susjedna vrha imaju tacno A (4 = 0, 1, 2, ...) zajednickih susjeda;

b) bilo koja dva nesusjedna vrha imaju tacno u zajednickih susjeda.
Kvazi jako regularne grafove su definisali i proucavali Golightly i Goldberg (vidjeti [7], [8], [9] i
[10]).

Definicija 2: Neka su g, i,,..., u, razli€iti nenegativni cijeli brojevi. Povezan graf G stepena

k od n— vrhova je kvazi jako regularan s parametrima (n,k,A; 14, i, ,..., ) ako

a) bilo koja dva susjedna vrha imaju ta¢no A (A = 0, 1, 2, ...) zajednickih susjeda i

! Ovaj rad je realizacija zajedni¢kog nauénoistrazivakog projekta pod nazivom Komplementi ivicno — regularnih grafova, koji je
odobren po Konkursu za sufinansiranje nauéne i tehnoloske saradnje izmedu Bosne i Hercegovine (Univerzitet u Zenici) i
Republike Slovenije (Univerzitet u Kopru) za period 2019. — 2020. godine.
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b) bilo koja dva nesusjedna vrha imaju g, zajednickih susjeda zaneki i (1<i< p).
Razred od kvazi jako regularnog grafa G (the grade of G) je broj indeksa 1<i< p za koje
postoje dva nesusjedna vtha u G sa y; zajedniCkih susjeda. Kvazi jako regularni graf razreda 1

je jako regularan graf.
Primijetimo da za parametre A, 14, 44, ..., s, vrijedi 0 <A, gy, gty pt, <k .
Generalizacija se sastoji u tome da se nesusjednim vrhovima dopusti da imaju vise od jedne
mogucnosti u pogledu broja zajednickih susjeda. No, mi sada takvu mogucénost dajemo susjednim
vrhovima, dok nesusjedni vrhovi moraju imati isti broj susjeda.

Definicija 3: Za k —regularan graf G kazemo da je CDRG-graf s parametrima

(n,k,/l;ﬂl,yz,y3,...,yp) ako ima sljedece dvije osobine:
a) bilo koja dva nesusjedna vrha imaju taéno 1 (4 =0,1,2,...) zajednickih susjeda i
b) bilo koja dva susjedna vrha imaju x4 zajedniCkih susjeda zaneki i (1<i< p), pri ¢emu
josvrijedi g4 > g, > gty >--->p .
Izucavanje klase kvazi jako regularnih grafova u opsStem slucaju je dosta slozen problem, ali su
dobijeni zanimljivi rezultati za slucaj kvazi jako regularnih grafova razreda 2 (vidjeti [1], [7]).
Vodeni prethodnim primjerom definisat ¢emo razred CDRG-grafa i1 fokusirati se u nastavku na

CDRG-grafove razreda 2.
Razred od CDRG- grafa G je broj indeksa 1<i < p za koje postoje dva susjedna vthau G sa g,

zajednickih susjeda. CDRG-graf razreda 2 nazvat ¢emo dvostruko regularni graf s parametrima
(Tl, k' A; U1, ,le)

Konstrukcija dvostruko regularnog grafa pomocu ciklusa C,,
U teoriji grafova je poznat pojam ciklicnog grafa (krace: ciklus) reda n,n € [ u oznaci
Cp, koji ima skup vrhova V = {vy, vy, ..., v, } i skup ivica E = {v,v,, V3V3, ..., Vpeq1Un, Un V1 ). Taj
graf je uvijek 2 —regularan i ima svojstvene vrijednosti Zcosz%j (j=0,1,..,n— 1) (vidjeti [4]).
Komplement G grafa G = (V,E) je graf koji ima isti skup ¢vorova kao graf G, a dva vrha iz V
su susjedna u grafu G ako i samo ako nisu susjedna u G.
Pokazat ¢emo sada da je komplement bilo kojeg ciklusa dvostruko regularan graf.
Propozicija 1: Neka je G = (V,E) ciklus C,. Ako je n > 6, tada je C, upravo
(n,n—3,n—4,n—5n — 6) —dvostruko regularni graf.
Dokaz: Neka je V = {xq, X5, ..., X, } 1 pri tome je x;~Xy, X5 ~Xs3, .., Xp—1~Xn, Xn~X1. U grafu
C,,, vrh x; je susjedan sa svim vrhovima osim sa x,, x,, i samim sobom. Sli¢no vrijedi i za bilo koji
drugi vrh iz V . Otuda imamo da je C, regularan graf stepena (n — 3). Dakle, za proizvoljan vrh
x; (i > 2) imamo da su njegovi susjedi u grafu G svi vrhovi iz skupa V\{x;_4, x;, x; 41}, a vrhovi
koji su na udaljenosti 2 od njega su x;_; i X;,1. Zbog toga, u grafu C, broj zajedni¢kih susjeda
vrhova:
v xijixjzjen—4;
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X;1x_qjen —4;
X;1X;4pjen—>5;

ASRNRN

X;1X;_pjen—>5;
v xjix;jen — 6, gdieje x; € V\{x;_2, x;_1, X;, Xi41, Xiy2}-
1z toga direktno slijedi trazeni zaklju¢ak. Ova razmatranja se analogno provode za i < 2.
Lema I:
a) Ako je n paran broj, spektar grafa C,, je:

2 2 2
n—2)m n—4)n 21
{[n - 314 1], [—1 — ZCosul ,I—l — 2COS¥l L) [—1 — 2cos—] }
n n n
b) Ako je n neparan broj, spektar grafa C,, je:

2 2 2
n—1 n—23 2
{[n—3]1,l—1—2cosgl ,[—1—Zcosul A —1—2cos—ﬂ }
n n n

Dokaz: Dokaz slijedi na osnovu poznatih ¢injenica koje vrijede za regularan graf i njegov
komplement: Ako je A matrica susjedstva grafa G = (V,E) , |V| = nonda je J—1— A matrica
susjedstva komplementarnog grafa G , gdje je J matrica formata nxn &iji su svi elementi jednaki
11/ jejedini¢na matrica. Ako je G regularan graf valencije k, tada je G regularan graf valencije
n — k — 1. Jedna od svojstvenih vrijednosti k — regularnog grafa je k. Ako graf G ima svojstvene
vrijednosti k > 9, = --- = 6,,_4, tada su svojstvene vrijednosti njegovog komplementa n — k —
1,-1-6,_4,...,—1 =9 (vidjeti[4]). Takoder su poznate i svojstvene vrijednosti od C,,. Sada je
zaklju€ak leme ocigledan.

Direktno se dokazuju i sljedeca dva rezultata:

Propozicija 2: Ako je oznakom G’ = (V',E') oznacen ciklus C,, a oznakom G" =
(V",E") —ciklus C,,n > 51iakoje G =G' UG", tada je G upravo (n + 4,n+ 1,n,n—2,n —
1) —dvostruko regularni graf.

Propozicija 3: Neka G',G", o, GM redom oznacavaju cikluse Cy ,Cy,, ..., Cy,, gdje je
h>2in>5zasve n€{n,n,..ny} Akoje G =G'U G" U ..UG™, tada je G upravo
(m,m—3,m—4,m —5,m — 6) — dvostruko regularni graf, gdje je m = ny + n, + --- + n,.

Konstrukceija dvostruko regularnog grafa pomoc¢u kompletnog grafa K,

U teoriji grafova pod kompletnim grafom reda n, n € N, podrazumijeva se graf sa n vrhova
1 maksimalnim brojem ivica, tj. svaka dva vrha su susjedni.

Propozicija 4: Nekasu G' = (V',E") i G" = (V",E'") kompletni grafovi reda n, pri ¢emu
je V' ={"y', ...,Z'"} i V'={",y",..,Z2"}. Ako je V=V'uV" i E=EUE"U
{{x’, "Ly vy {2 z”}} tadaje G = (V,E) (2n,n,2,n — 2,0) — dvostruko regularni graf.

Dokaz: Neka je w' € V' proizvoljan vrh. Tada postoji vch w'’ € V'’ s kojim je w' susjedan.
Skup svih susjeda vrha w' je ¢itav skup (V'\{fw'}) U {w'’} , a skup svih susjeda vrha w"’ je
WV'"\{w"}) u {w'}. Dakle, vrhovi w' i w'’ nemaju zajednickih susjeda. Primijetimo da su vrhovi
iz skupa V'""\{w''} na udaljenosti 2 od vrha w'. Sada nije teSko zakljuciti da je broj zajednickih
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susjeda vrhova v i w' jednak n — 2, gdje je v € V'\{w'}, te najzad svaki vrh u koji je na
udaljenosti 2 od vrha w' ima s vchom w' 2 zajedni¢ka susjeda.
Lema 2: Spektar grafa G iz Propozicije 4 je:
{[n]*, [n = 2]%, [0]*7, [-2]"*}.
Dokaz: Oznac¢imo s A —matrica susjedstva grafa G. Tada vrijedi:
vt

J 1
A + [ — n n
1}’1 J}’l

Pri ¢emu je I — jedini¢na matrica formata (2n) X (2n), J, — matrica formata n X n ¢iji su svi

elementi jedinice, te I,, —jedinicna matrica formata n X n.
Izracunajmo svojstvene vrijednosti matrice A + 1.

J, —0-1 I }

n

I J,—0-1,

n

det(A—i—]—H]):de‘{

Iskoristit ¢emo formule za: mnoZenje blok matrica, racunanje determinanti blok matrica i1 formulu
det(M - N)=det(M)-det(N) , gdje su M 1 N kvadratne matrice istog reda. O blok matricama
¢italac moze pronaci informacije u [6] 1 [11].

J,—0-1, I, o | [ 1, J,—0-1,
I, J,-0-1. |1, 0| |J, -0-1I, I

P | U | P P
= | det -| det =det

I, J —0-1, I, 0 J —0-1 I,
= (det(A+1—00))-(—1)" =det(I, —(J, —0-1,)")
— (det(A+ 1 —OI))-(~1)" = det(—In)((Jn ~6-1,) —]n)
= (1) -det(A+ 1 —OI) = det(—ln)-det((Jn ~6-1,Y —In)
= (1) -det(A+ I —OI) = (~1)" -det((Jn ~6-1,) —1,,)

:>det(A+]—91):det((Jn ~6-1,Y —1,1)

-6 1 1 - 1] [1-6 1 1 - 1]
1 1-6 1 - 1 1-60 1 :
01y =| : —_— . . o
1 11 1 1 11 1
1 11 1-6] | 1 11 1-6]
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1-6)+1-6)+1+--

[1-0)* +(n-1) n—20 n—20
n—260 (1-60) +(n—-1) --- n—26
n—260 n-260
| n-26 n—20 e (1=0 4 (n-1)]
(1-6) +(n—-2) n—-20 n—20
n—260 (1-6Y+(n-2) -- n—260
det((Jn—o9~1n)2—In)= : : : =
n—-260 n-260
n—20 n—20 - (1-0)+(n-2)
(1-6) +(n-2)+(n-1)(n-20) n-20 n—20
weisone (1-0)"+(n=2)+(1-1)(n-20) (1-07 +(n=2) -  n-20
(1-0)* +(n=2)+(n—-1)(n—20) n—20
n—20 n-20 - (1-0)+(n-2)
1 n—-20 n—20
1 (1-60)+(n-2) - n—20
=(1-0)" +(n-2)+(n-1)(n-20))-|: : : =
1 n—20
1 n—20 e (1-0P+(n-2)
e 1 n—260 n—20
ddlgi/’“" 0 (1-0)+(n-2)-n+20 -- 0
= (6-(n+D)-(6-(n-1)-|0 0 :
: : ) 0
0 0 - (-0 +(n-2)—-n+20

=(0-(n+1)-(0—-(n-1)-((1-06) +(n—2)—n+2¢9)"'l =(0-(n+1)-(0—-(n-1)-(0°-1)

[(1-0)-1-0)+1+--+1 (1= +(1-0)+1+---+1
+1 1+(1-6)-1-0)+1+---+1

1-0)+1+---+(1-0)+1 1+(1-0)+1+---+(1-60)+1
|1-0)+1+---+1+(1-0) 1+(1-O)+1+---+1+(1-6) --

(1= +1+14+-+1+(1-0) |
- 1+ (A-0)+14---+1+(1-0)

ol 4+ 1+ (1-0)+(1-0)

I+1+1+--+(1-60)-(1-0) |

n—1
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Ako sa 6 oznacimo jednu od svojstvenih vrijednosti matrice A + I, a pripadni svojstveni vektor
s x tada imamo:(4+[)x=6x= Ax+x=0x= A=(6,—1)x . Dakle, svojstvene vrijednosti

grafa G = (V, E) su svojstvene vrijednosti matrice A + I umanjene za 1.

Kartezijev proizvod grafova G = (V,E) i G' = (V',E") je graf G X G' kod koga je skup vrhova
V x V', a susjedne vrhove defini§emo ovako:
(u,v)~(a,b) @ (u=aAvb€E)V (v =>bAua€E).
Lema 3: Neka je K,, kompletni graf sa n vrhova. Tada vrijede sljedeée tvrdnje:
a) Zan =2, graf G = K, X K, je (n?,2n — 2,2,n — 2) — strogo regularni graf.
b) Zammn=2im=#n, graf G' = K, XK,,, je (mn,m+n—2,2,n—2,m—2) — dvostruko
regularni graf.

Dokaz: G = K, X K, je graf sa mn vrhova, regularan sa stepenom m +n — 2 i ima
dijametar 2. Neka su (x,i) i (y,j) dva razli¢ita vrha u K,, X K,,,. Zanima nas broj zajednic¢kih
susjeda ta dva vrha. Ako koristimo oznaku Np(u) za skup susjeda vrha u u odgovaraju¢em grafu
T, odnosno |Np(u)| kao broj tih susjeda, imamo da je

|NKm(i) N NKm(]')|, akojex =y
INg(x,0) N No(y, )l =9 |Ng, (x) N Ng, ()|, akoje i = j
2, inace

Konstrukcija dvostruko regularnog grafa pomocu strogo regularnog grafa

Propozicija 1: Neka su G'= V', E") i G"=W",E") redom (n', k',u 1) i
(" k", u"",2"") —strogo regularni grafovi. Akoje G = G’ U G, tada je G dvostruko regularni graf
s parametrima (2n’,2n" — k' — 1,2n" + A’ — 2k',2n" + u' — 2k’ — 2,2n" — 2k’ — 2) ako i samo
akoje n = Tl”,k, — k”,,u' — ,u”i/l' = 1"

Dokaz: Uzmimo proizvoljne vrhove x € V' i y € V. Ozna¢imo sa I'(x), T,(x) skup
svih susjeda vrha x u grafovima G’ i G respektivno i sa T',(x) skup svih vrhova koji su na
udaljenosti 2 od vrha x u grafu G'. To su u stvari svi vrhovi iz V' koji nisu susjedni sa vrhom

xuG'. Sli€no sa TI(y), T,(y) ozna¢imo skup svih susjeda vrha y u grafovima

G'" i G resprektivno isa I'(y) skup svih vrhova koji su na udaljenosti 2 od vrha y u grafu G"'.
Ocito je |j(x)| = k', |30 | = = k' = 1| TI(n) | = K" i | T30 | =n" — k" — 1.

IT, ()| =[xy V| =n"+n' k' -1

IT,|=[C5) V| =n'+n" k" -1

IT, ()| =[T,(»)| = k' = k"

Vidimo da je G regularan graf ako i samo ako je k'=k" i da je tada stepen valencije jednak
n"+n —k'—1.
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Posmatrajmo dva vrha x,z iz V' koja su susjedna u G'. Tada ta dva vrha nisu susjedna u G. Neka
I (x), T,(x), Tl(z), T,(z) oznatavaju iste skupove kao na pocetku dokaza.

T (x) T} ()=

IC(x)Ny(2)|=n"-(2k'- 1)

T (x)=T,,(x)ur"
T, (z2)=T,(z)uV”

Sli¢no, ako uzmemo dva vrha y,v e V" koja su susjedna u G" i posmatramo susjede tih vrhova u

}31:1(x)ﬂ1:1(2)=V"U(F'z(x)ﬂl“;(z)):|1:1(x)r\1:1(z)| =n"+n'—(2k'-1")

G, dobit ¢emo:

[T AT = 2"

) AT )| =" = (2" = 2")
;g)):rfj((vy))j; } =T,()NT,0) =V O(T5()NT0) = L) AT, )| =n"+n"-(2k"- ")
Ako pretpostavimo da je G dvostruko regularan graf tada je broj zajednickih susjeda bilo koja dva
nesusjedna vrha isti, odakle je |1:1 (x)M l:l(z)| = |1_"1(y) A fl(v)| =>A=1".

Iz V'=A" 1 k'=k" zakljuujemo da je G regularan graf, pri ¢emu bilo koja dva nesusjedna vrha
imaju konstantan broj zajednickih vrhova.

Sada éemo razmatrati broj zajedni¢kih susjeda dva susjedna vrha u G.
Postoje sljedeci podslucajevi:
1) Nekasu x,z iz V' vrhovi koji nisu susjedna u G'. Tada su ta dva vrha susjedna u G i vrijedi:
[Tl (@) AT (2)| = o
I (x) Ny (2)|=n"— 2k - 1) -2
T (x)=T,x)ur"| _ _ _ _
_ ) ”}:rl(x)mrl(z) =V"U(Ty(x)NTy(2)) = [T, () T, (2)| =" +n' = (2k' = ) -2
I(z)=I(z)uV
2) Sli¢éno, ako uzmemo dva vrha y,ve V" koja nisu susjedna u G" i posmatramo susjede tih
vrhova u G, dobit ¢emo:
T AT = 4"
) AT )| =n" = (2K" = ") =2
L) =TV
rvy=r;vyur’

3)Nekasu xeV',yelV" . Tadaje x susjedan s vchom y.

}:i(y)mi<v>=V'u(r;%y)mr;(v)):|i(y>mi<v>|=n’+n"—(2k"—y")—2
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IT, ()| =Ty (x) OV | =n"+n' -k =1
L) =Ty

IT, ()T, ()| =Ty (x) UL ()| = ' =k = 1+n" k"~ 1

=n"+n"-k"-1

Sada direktno iz pretpostavke n' =n", k' = k",u' =" i X' = 2" slijedi da je G dvostruko
regularni graf s parametrima (2n’,2n' — k' — 1,2n" + A' — 2k',2n" + ' — 2k’ — 2,2n" — 2k’ —
2). Takoder, iz pretpostavke da je G dvostruko regularni graf s parametrima (2n’,2n’ — k' —
1,2n" + A" = 2k',2n" + u' — 2k’ — 2,2n' — 2k’ — 2) slijedi da je n' =n" k' = k", =u" i
A =2".

Lema 1: Ako je spektar grafa G’ iz Propozicije 1 {[k']}, [r]/, [s]9}, tada je spektar grafa G
iz te propozicije jednak {[2n' — k' — 1]*,[-s — 1]%9, [-r — 1]/, [k’ — 1]*}.

Dokaz: Neka su G'=W.E") i G"=W",E") redom @, Kk',u,A") i
(n", k", 1", 2'") —strogo regularni grafovi. S obzirom na dokaz propozicije 1 imamo da je G' =
G".Ozna¢imo sa A" matricu susjedstva grafa G' = (V',E") , asa A matricu susjedstva grafa G =
G' U G". Tada se matrica susjedstva grafa G moze prikazati kao blok matrica: 4= {é 3} i
Otuda je:
det(4-061,
(vidjeti [2] , Th. 6.21, Th. 6.23). Ako su k', r i s svojstvene vrijednosti matrice A’, onda su na

) =(det(4'—-0I,,.))" . Povezan strogo regularan graf ima tri svojstvene vrijednosti

n'x2n

osnovu jednakosti det(4—01,,,.)=(det(4'-01, )), k', ris svojstvene vrijednosti i matrice
A . Ostatak dokaza slijedi iz veze izmedu svojstvenih vrijednosti regularnih grafova i1 njihovih
komplemenata. Rezultat o svojstvenim vrijednostima komplementnog grafa od unije dva ili vise
strogo regularnih grafova dat je u [5] bez dokaza.

Propozicija 2: Neka su G’ = (V',E"), G" = (V",E"), .., GM = (V(h),E(h)) strogo
regularni grafovi sa parametrima (n', k', ', "), (0", k", 1", 1'"), ..., (n®, kM, y W 30 - Ako je
G=G'UG"U..UGM, tada je G (An',hn’' —k' —1,hn’ + A’ —2k',hn' + ' — 2k’ —
2, hn' — 2k’ — 2) — dvostruko regularni graf ako i samo akojen’ =n" = - =nMW k' = k" =
R k(h),u’ =p"' = = /,L(h)i/l’ =} =... =0

Dokaz: Izvodi se analogno dokazu Propozicije 1.

Lema 2: Ako je spektar grafa G’ iz Propozicije 2 {[k']%, [r]/, [s]9}, tada je spektar grafa G
iz te propozicije jednak {[hn' — k' — 1], [—s — 11", [—r — 1], [k’ — 1]"71}.

Dokaz: Izvodi se analogno dokazu Lemel.
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THE CONSTRUCTION OF DOUBLE REGULAR GRAPHS

Summary
In this paper, we define a subclass of k-regular graphs, which has not been studied so far,

and which we have called double-regular graphs. The definition of double-regular graphs is a

generalization of the class of strongly-regular graphs that has been quite significant and has been

explored a lot in the last decades. The newly introduced term naturally comes into existence when

compared to the definition of the class of quasi- strongly regular graphs, which is also one of the
generalizations of the class of strongly regular graphs. The class of strongly regular graphs is
defined by Golightly, Haynsworth, and Sarvatego in 1997. There are several interesting papers

describing the class of quasi strongly regular graphs. In this paper, we want to show that the

introduction of a new term is justified and natural and that a defined class has infinitely many

members associated with hitherto well-known graph classes such as cycles, complete graphs, and

strongly regular graphs.

Key words: graph, doubly regular graph, construct graph
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