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SVOJSTVENE VRIJEDNOSTI REGULARNIH GRAFOVA'

SaZetak
Svojstvena vrijednost grafa se definiSe kao svojstvena vrijednost njegove matrice
susjedstva. Posebno nas zanimaju svojstvene vrijednosti regularnih grafova.
Kljucne rijeci: regularni graf, svojstvena vrijednost grafa

Uvod

U teoriji grafova matrica susjedstva je jedan od standardnih pojmova. ([6])

Definicija 1: Matrica susjedstva grafa G = (V,E) kod koga je skup vrhova V =
{x1, x4, ..., x,} je matrica formata n X n koju obiljezavamo sa A(G), A(G) = [al-j], pri ¢emu je
aj; = {é' ?.Ci~vxj.

, inace
S druge strane, u linearnoj algebri (vidi [2], [3]) definiSe se da je realni ili kompleksni broj 4
svojstvena vrijednost matrice A = [ai j] formata n X n ako za neki vektor ¥ # 0 (matrica kolona
formata n X 1, takva da medu njenim elementima bar jedan nije 0) vrijedi: AX = AX —takav
vektor onda zovemo svojstvenim vektorom. U ovim razmatranjima uvodnog dijela,
podrazumijevaée se da su svi elementi matrice A realni brojevi. Za proizvoljnu matricu M, sa
r(M) oznaavamo rang te matrice.

Ako je A svojstvena vrijednost matrice A, tada je det(A — AI) = 0, pri ¢emu je I jedini¢na
matrica (formata n X n). Sam polinom k(1) = det(A — AI)(ili k(1) = det(Al — A)) zovemo
karakteristiénim polinomom matrice A. To je polinom stepena n, pa zato matrica A formatan X n
ima ta¢no n svojstvenih vrijednosti, koje ne moraju realni brojevi, a takode ne moraju biti
medusobno razlicite.

Ukoliko je A nul ta¢ka polinoma k(1) viSestrukosti s, re¢i ¢emo takode da je s visestrukost
svojstvene vrijednosti A matrice A.

Takode, poznato je da su sve svojstvene vrijednosti simetricne matrice realni brojevi i da
je trag (kvadratne) matrice (tj. zbir svih brojeva na glavnoj dijagonali te matrice) jednak zbiru svih
svojstvenih vrijednosti matrice. Sto se ti¢e svojstvenih vektora simetriéne matrice, oni su
medusobno okomiti, odnosno za svaku simetricnu matricu moze se naci odgovarajuci
ortonormirani skup svojstvenih vektora, a vrijedi i obrnuto.

Takode, u linearnoj algebri poznati su i sljede¢i rezultati (vidi [2], [3]):

! Ovaj rad je realizacija zajedni¢kog naucénoistrazivackog projekta pod nazivom Komplementi ivicno-regularnih grafova, koji je
odobren po Konkursu za sufinansiranje nau¢ne i tehnoloske saradnje izmedu Bosne i Hercegovine i Republike Slovenije za period
2019.-2020. godine.
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Teorem 1: Broj nenultih svojstvenih vrijednosti matrice A, ukljucujué¢i njihove
viSestrukosti, jednak je rangu matrice A. ViSestrukost svojstvene vrijednosti A matrice A formata
nxXnjednakjev =n —r(4A — Al).

Teorem 2: Matrica A ima svoju inverznu matricu A~1 ako i samo ako joj broj 0 nije
svojstvena vrijednost. Osim toga, ukoliko su A4,4,,...,4, # 0 svojstvene vrijednosti, a
X1, X3, ..., X, SVOjstveni vektori matrice A, tada su y Pty P M svojstvene vrijednosti
matrice A~1 uz iste odgovarajuce svojstvene vektore Xy, X5, ..., Xp,.

Svojstvena vrijednost grafa, spektar grafa

Definicija 2: Svojstvena vrijednost grafa G = (V,E) je svojstvena vrijednost njegove
matrice susjedstva.
Ukoliko je graf G jednostavan (neorijentisani graf bez petlji i paralelnih ivica), njegova matrica
susjedstva je uvijek simetri¢na, a na glavnoj dijagonali su joj nule. Zbog toga, mozemo tvrditi da
su sve svojstvene vrijednosti jednostavnog grafa realni brojevi. U nastavku se podrazumijeva da
radimo samo sa jednostavnim grafovima.

Definicija 3: Skup svih svojstvenih vrijednosti grafa G = (V, E) zovemo spektrom tog
grafa. Oznacava¢emo ga oznakom S(G).
Ukoliko graf G = (V, E) ima n vrhova, te ukoliko su A4, A, ..., A, razliite svojstvene vrijednosti
tog grafa, ¢ije su viSestrukosti redom v, v, ..., V-, tada je v; + v,, + -+ + v, = n, a spektar grafa
¢emo navesti ovako:

S(G) ={[]", [22]7, ..., [A 177}

S obzirom na napomene iz uvodnog dijela i ¢injenicu da su na glavnoj dijagonali matrice
susjedstva jednostavnog grafa nule, jasno je da za jednostavni graf G vazi sljedeca

Lema 1: Uz gore uvedene oznake
T

z V; /11' = 0,
i=1
tj. suma svih svojstvenih vrijednosti grafa jednaka je nuli. ([1])
Primjer 1: Za kompletni graf K3 na slici 1 (koji je ujedno 1 ciklus) sa 3 vrha imamo da je

0 1 1
njegova matrica susjedstvaA = (1 0 1], paje
1 1 0

Slika 1: graf K3
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-1 1 1
det(A-AD=[1 -2 1[=2-DQA+1?2%
1 1 -1
Dakle, 4; = 2 i 4, = —1 su svojstvene vrijednosti grafa K3, sa odgovaraju¢im visestrukostima

v, = 1iv, = 2,pajeonda S(K3) = {[2]%, [-1]%}.

U opstem slucaju, za kompletni graf K,,, gdje je n proizvoljni prirodni broj, matricu
susjedstva mozemo napisati u obliku: A = J — I, pri ¢emu je ] matrica formata n X n ¢iji su svi
elementi jedinice. Na glavnoj dijagonali te matrice su nule, a svi ostali njeni elementi su jedinice.

Posto je rang matrice J: r(J) = 1, prema Teoremu 1 slijedi da ta matrica ima samo jednu

nenultu svojstvenu vrijednost. Lako je vidjeti da je to broj n, jer za vektor x; = [1 1 ...1]7 (sve
koordinate su mu jedinice) vrijedi: Jx; = nx;. Preostale svojstvene vrijednosti matrice J su nule.
Dalje, za svaki vektor X imamo da je AX = (J — )X = JX — x. Specijalno, uzimajud¢i da je ¥ = x;,
dobili bismo: Ax; = (n — 1)x7 §to znadi da je vektor x; svojstveni vektor matrice A (a ujedno i
grafa K;,) kome odgovara svojstvena vrijednost A; = n — 1 visestrukosti v; = 1.
Uocimo jo§ da je A+ 1 =] = det(A — (—1)I) = det(J) = 0, $to znaéi da je A1, = —1 —druga
svojstvena vrijednost matrice A. Njena visestrukost (prema Teoremu 1) jednaka je v, =n —
r(A+ 1) = n — 1. Najzad, posto je v, + v, = n, to znadi da graf K,, nema drugih svojstvenih
vrijednosti, pa je njegov spektar S(K,,) = {[n — 1]}, [-1]""1}.

Primjer 2: Cikli¢ni graf (ciklus) reda n,n € N, u oznaci C, ima skup vrhova V =
{vi, vy, ., v} 1 skup ivica E = {v vy, VyV3, ..., Up1Vp, Upv1}. Otuda je njegova matrica

susjedstva

'2 é 2 - 8 é— 0 1 0= 0 0] [0 0 0 0 1
010w 00 00100 |1 00 0o
A=, 0L =|s Poro |+|0 1 0 0 o{
o i 0 0 0 001 P :
000 0 1 | | | |
L 00 10 o000l o010

010 00

0 0

Akoje L =

: |, tada se lako provjeri da je

]
I
I
|

g
o
o
—_

0O 0 00

0 0 0 0 1y
[T 0 0 - 0 O
L'*=lo0 1 0 - 0 ol
l: Do |
lo 0 0 1 o

jerjeL-L™' =1,dakle A =L+ L%
Neka je 4 svojstvena vrijednost matrice L sa odgovaraju¢im svojstvenim vektorom
X =[x x5 - x,]7, tj. LX = AX. Posto je
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[0 1 0 0 071X 7 [*2 [ Ax1 ]
00 1 - 0 O] | X2 | [¥3] | Axz |
Lx=1: : + ~ + -l i l=liLtear=| ¢ | slijedi
lo 0 0 v o 1l el Ll s
B N el I Y -
Xy = AXq, X3 = AXp, -, Xy = AXp_1, X1 = AXp.

Iz zadnjeg sistema imamo: x; = Ax, = A%2x,_; = - = A"x;.
Ako je x; = 0, tadajeix, = x3 = -+ = x,, = 0, §to je nemoguce. Zato iz A"x; = x; slijedi da je

2kmi
AM=1=>1=en (k=01,..,n—1).
2mi

Neka je w = e n i odaberimo da je x; = 1. Tada imamo n svojstvenih vrijednosti matrice L:
1, w,w?, ..., w1 (svi sa visestrukoséu 1) uz odgovarajuée svojstvene vektore
X = [1Lwk, w2k, wm k] ke {01,..,n— 1}

Prema Teoremu 2, matrica L™! ima iste ove svojstvene vektore sa svojstvenim vrijednostima:
1L,wLw™32 .., w @D,
Najzad, §to se tiGe matrice susjedstva ciklusa C,,, njeni svojstveni vektori su takode X, k €
{0,1,...,n— 1}, jerje

Axg = (L+ L Y%, = wWrk+w™™x,, ke{01,..,n—1}%L
Dakle, svojstvene vrijednosti ciklusa C,, su:

2km
wk+w k= 2COST,k €{0,1,..,n—1}.

1 1 _ 1
Spektar ciklusa C, je () = {[21", [2c0s 2], [2605 2], . [2c0s 2227 ).

Svojstvene vrijednosti regularnih grafova

Graf G = (V,E) je k —regularan ako svaki njegov vrh ima ta¢no k susjeda. Lako je
pokazati da je u tom slucaju broj k upravo jedna svojstvena vrijednost grafa G. Naime, ako je
AG) = [aij] matrica susjedstva tog grafa formatan X n, te akoje ¥ = [1 1 --- 1]7 (vektor &ije

su koordinate n jedinica), imamo da je
aiq a1t a2+t agq k
az1 azz A1+ Qop + o+ Qon | _ k| _
An1 anZ ap1 + Ay + -+ ayn
Dakle, o€ito je vektor U svojstveni Vektor k —regularnog grafa G koji odgovara svojstvenoj

AG)-v =

vrijednosti k. Medutim, $to se ti¢e viSestrukosti te svojstvene vrijednosti, ona zavisi od toga da li
je graf G povezan.([4])

Primjer 3: Graf G na slici je direktna suma kompletnog grafa K, sa njim samim. Dakle,
G = K, + K;, ima 4 vrha i nepovezan je.
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Slika 2: Graf K, + K,
Ovaj graf je o€ito 1 — regularan i ima dvije komponente povezanosti. Spektar grafa K, je prema
Primjeru 1: S(K;) = {[1]},[—1]*}. To zna¢i da je karakteristi¢ni polinom ovog grafa k,(1) =

(A —=1)(1 + 1). Matrica susjedstva grafa K, je A; = [ 1 0] dok je matrica susjedstva grafa G:

0 10 O
4-lt 000 T
=lo 00 1 , @ mozemo je pisati i u obliku blok matrice:

0 01 O

=[5 al
Pri tome je O nula matrica.
-A 1 0 0

o a4 _a_|1 -2 0 0 A1 ]
Ocitoje A — Al = 0 0 -1 11° _ 2

0 0 1 =2
Karakteristi¢ni polinom matrice 4 je k(1) = (12 — 1)2 = [k, (D]>.
Analogan zaklju¢ak mozemo izvesti u opStem slucaju direktne sume dva grafa.

Teorem 3: Ako je graf G = G, + G, direktna suma grafova G, i G,, tada je karakteristi¢ni
polinom matrice susjedstva grafa G jednak proizvodu karakterisittnih polinoma svojstvenih
matrica grafova G; 1 G,.

Dokaz: Ako je A matrica susjedstva grafa G, a A1 1 A, tada je, sli¢no kao u Primjeru 3

A[o A,

iz ¢ega direktno slijedi tvrdnja teorema. m

Posljedica 1: Karakteristi¢ni polinom matrice susjedstva grafa G, + G, + ... + G,, (direktna
suma grafova G4, Gy, ..., G,) jednak je proizvodu karakteristicnih polinoma svojstvenih matrica
grafova G4, G, ..., G,.

Teorem 4: Ako je graf G = (V,E) povezan k —regularan graf, tada je broj k svojstvena
vrijednost tog grafa viSestrukosti 1. Medutim, ako je G nepovezan k —regularan graf sa m
komponenti povezanosti, tada je viSestrukost svojstvene vrijednosti k jednaka m. ([4], [5])

Dokaz: Ve¢ smo pokazali da je broj k svojstvena vrijednost grafa G, ukoliko je on
k —regularan i da je u tom slu¢aju odgovarajuéi svojstveni vektor = [1 1 - 1]7. Pretpostavimo
daje ¥ = [x; x5 - x,)7 # 0 neki svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti k, tj.

AX = kX, gdje je A matrica susjedstva grafa G. Uz pretpostavku da je |V| =niAd = [al- j], slijedi:
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a1 Q2 Al [* A11X1 t+ Q1Xp + -+ A1pXy kxq
5 Q1 Gz * Qap X3 Ap1X1 + A%y + -+ ApX - 1o kx
Az = o -7 = : T dok je kX = |2
ap1 Apz ° Qpp Xn Ap1X1 T ApaXy + o+ AppXy kx;,

Pretpostavimo da izmedu koordinata x;, x5, +- x, vektora X koordinata x; ima najvecu apsolutnu
vrijednost. PoSto je aj;x;1 + ajx; + -+ + ajpXy, = kXx;, te ako u sumi n sabiraka na lijevoj strani
uzmemo u obzir da je medu njima k koji nisu 0, jer ako je
V ={vy,v,,..,vp} i a;; = 1, to znaci da su vrhovi v; i v; susjedni, a u suprotnom je a;; = 0, pa
time i a;;x; = 0. Zbog toga, ako iz sume a;1X; + ajpx; + -+ + ajp Xy, izbacimo sve koji su jednaki
nuli, dobi¢emo:
X, +xp, + o+ x, = kx;

zaneke iy, iy, ..., 0 € {1,2,...,n}.
S obzirom da je |xj| > x;, za sve L € {1,2,...,k} ovo je moguce samo ako je x;, = x;, = =+ =
Xi, = Xj.
Ako je G povezan graf, tada mi moZzemo nastaviti ovaj postupak analogno dalje, posmatrajuci
koordinate vektora X razli¢ite od x;. OCito ¢emo onda dobiti da su sve koordinate vektora X
jednake, tj. X = [pp..p]T =p-¥ za neki broj p # 0. Time smo dokazali da je svojstvena
vrijednost k povezanog grafa G sa viSestrukosc¢u 1.

Pretpostavimo sada da je G nepovezan k —regularan graf sa m komponenti povezanosti.
Svaka od tih komponenti je povezan k —regularan podgraf kome je A = k svojstvena vrijednost
viSestrukosti 1. Ocito je da tada graf G moZemo pisati u vidu direktne sume m povezanih grafova,
tj. G = G; + G, + ...+ G,,,. Prema Posljedici 1, karakteristi¢ni polinom matrice susjedstva grafa G
jednak je proizvodu karakteristi¢nih polinoma svojstvenih matrica grafova G4, G, ..., G,,,. Imajuci
u vidu da je A = k jednostruka nul tacka svakog od tih karakteristicnih polinoma, slijedi da je
visestrukost svojstvene vrijednosti A = k upravo jednaka broju m.

Literatura

[1] D.M. Cvetkovi¢, M. Doob, H. Sachs, Spectra of Graphs.: Theory and Applications, Johann
Ambrosius Barth Verlag, 1995.

[2] N. Elezovié, Linearna algebra, Element, Zagreb, 2006.

[3] K. Horvati¢, Linearna algebra, Golden marketing — Tehnicka knjiga, Zagreb, 2004.

[4] S. Penjié, Algebarske karakterizacije udaljeno-regularnih grafova, Magistarski rad, PMF
Sarajevo, 2013.

[5] A.J. Schwenk, R.J.Wilson, On the eigenvalues of a graph, Selected Topics in Graph
Theory, Academic Press (1979.), 307.-336.

[6] D. Stevanovi¢, M. Ciri¢, S. Simié, V. Balti¢, Diskretna matematika, DMS, Beograd, 2008.

266



EIGENVALUES OF REGULAR GRAPHS

Summary
The eigenvalues of a graph are defined as the eigenvalues of its adjacency matrix. We are
particularly interested in the eigenvalues of regular graphs.
Key words: regular graph, eigenvalues of a graph
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