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SaZetak

Ovaj rad je nastavak rada ,,Konstrukcije dvostruko regularnih grafova“, koji je objavijen u
Zborniku radova Filozofskog fakulteta 2019. godine, u kojem je uvedena jedna nova potklasa k—regularnih
grafova, tzv. klasa dvostruko regularnih grafova. U tom radu je pokazano da ta nova klasa nije prazna,
Stavise da ima beskonacno mnogo clanova, te su konstruisani primjeri nove klase uz pomo¢ grafova siroko
poznatih klasa, kao Sto su ciklicki grafovi, kompletni grafovi i jako regularni grafovi. U ovom radu c¢e biti
pokazano kako se mogu konstruisati dvostruko regularni grafovi uz pomo¢ udaljeno-regularnih grafova i
k-regularnih grafova. Istrazivanje provedeno u ovom radu moze se koristiti za prijenos i povezivanje nekih
poznatih cinjenica o klasama grafova koji se koriste u konstrukcijama s klasom dvostruko regularnih

grafova.
Kljucne rijeci: graf, dvostruko regularni graf, konstrukcija grafa, udaljeno-regularan graf

Uvod

Prisjetimo se pojmova: k-regularnih, jako regularnih, udaljeno-regularnih i dvostruko
regularnih grafova koje smo uveli u [8]. Za graf kazemo da je k-regularan ako svi vrhovi u grafu
imaju stepen k (svaki vrh ima £ susjeda). Udaljenost izmedu dva vrha u i v u grafu G je broj ivica
u najkra¢em putu izmedu ta dva vrha.

Definicija 1: Povezan regularan graf G stepena k je jako regularan s parametrima
(n, k, A, 1) ako ima sljedece dvije osobine:

a) bilo koja dva susjedna vrha imaju tacno 4 (4 € Ny) zajednickih susjeda;

b) bilo koja dva nesusjedna vrha imaju ta¢no u zajednickih susjeda.

Pretpostavimo da je G = (V, E) graf s n vrhova dijametra d. Za bilo koji vrh u € V i za bilo
koji cijeli broj i, 0 < i < d, neka I;(u) oznacava skup vrhova iz V na udaljenosti i od u.

Akoje v € I3 (u) 1w susjed od v, tada w mora biti na udaljenostii — 1,iilii + 1odu.Neka
c;(w), a;(u) 1 b;(u) oznacavaju redom broj susjeda vrha v na udaljenostii — 1,ii1i + 1 odu.

1 Ovaj rad je realizacija zajedni¢kog nau¢no-istrazivatkog projekta pod nazivom Komplementi ivi¢no-regularnih
grafova, koji je odobren po Konkursu za sufinansiranje naucne i tehnoloske saradnje izmedu Bosne i Hercegovine
(Univerzitet u Zenici) i Republike Slovenije (Univerzitet u Kopru) za period 2019.-2020. godine.
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Definicija 2: Za graf G = (V,E) kazemo da je udaljeno-regularan graf (distance—regular
graph) ako parametri c;(u), a;(u)1 b;(u) ne zavise od izbora vrhova u i v, ve¢ samo od razdaljine
[

Ako je G = (V,E) udaljeno-regularan graf tada parametre c;(u), a;(u) 1 b;(u) krace
zapisujemo: ¢;, a; i b;.

Stavimo parametre c;, a; 1 b;, 0 <i < d, u matricu na sljede¢i nacin:

* Ci = Cg-1 Cg
ao al .‘. ad_l ad
by by - bq *

Izravno se vididaje ¢y = by = ag =0, ¢, = 11daje by valencija (stepen) bilo kojeg
vrha, pa ako je graf G = (V,E) k-regularan graf tada je b, = k, valencija grafa. Jednostavno se
provjerava da vazi jednakost ¢; + a; + b; = k za svaki i, tako da je srednji red u gornjoj matrici
suviSan. Stoga se gornji niz parametara Cesto skracuje na sljedeéi nacin: {k, by, ...,bz_1;1,
Cy -, Cq}. Ovaj niz karakterizira udaljeno-regulami graf G = (V,E) i naziva se presjecni niz
udaljeno-regularnog grafa G = (V, E) (eng. intersection array).

Udaljeno-regularne grafove je prvi put uveo Biggs 1974. godine, prilikom proucavanja
nesto uze klase grafova od ove (vidjeti [2]).

Definicija 3: Za k-regularan graf G kazemo da je CDRG-graf s parametrima
(n, k, u; A4, ..., 4,) ako ima sljedece dvije osobine:
a) bilo koja dva nesusjedna vrha imaju ta¢no u (4 € Ny) zajednickih susjeda i
b) bilo koja dva susjedna vrha imaju A; zajednickih susjeda za neki i (1<i< p), pri cemu
joSvrijedi A3 > A; > -+ Ay,
Primijetimo da za parametre (1, Ay, Ay, -+, Ay vrijedi 0 < p,Aq,45,-+, 4, < k.

Definicija 4: Razred od CDRG-grafa G je broj indeksa 1<i< p za koje postoje dva
susjedna vtha u G sa A; zajedniCkih susjeda. CDRG-graf razreda 2 nazvat ¢emo dvostruko
regularnim grafom s parametrima (n, k, u; 14, 1,).

Komplement G grafa G = (V,E) je graf koji ima isti skup vrhova kao graf G, a dvavrhaizV su
susjedna u grafu G ako i samo ako nisu susjedna u G.

Klasu dvostruko regularnih grafova su kratko proucavali Z. Xi-en i J. Wei u [7]. Oni su ovu klasu
nazvali generaliziranim jako regularnim grafovima. Propozicija 2. se poklapa s jednim dijelom
Theorema 1.1 u [7], no uprkos tome smo je ostavili kao dio ovog rada jer smo ovdje dali nesto
drugaciji dokaz u odnosu na onaj u [7]. Kao $to smo u samom uvodu rekli, mi promatramo novu
klasu grafova, tako da na internetu nismo uspjeli pronaci jo§ radova koji imaju preklapanja s temom
koju obradujemo.
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Konstrukcija dvostruko regularnog grafa pomocu udaljeno-regularnog grafa

Propozicija 1: Neka je G = (V,E) oznacava udaljeno-regularan graf s n vrhova, stepena
k s presje¢nim nizom {bgy, by, ...,bg_1; C1,...,Cq}. Ako je d >3, tada je G upravo
mn—k—1n—k—1— b;;n—2k—2+ cy,n— 2k — 2) dvostruko regularan graf.
Dokaz: Neka je x € V proizvoljan vrh. Posmatrajmo razdaljinsku particiju vrha x u G.
Koristit ¢emo oznake:
[, (x) == {v e V|d(v,x) = 1 posmatrano u grafu G},
[, (x) == {v € V|d(v,x) = 2 posmatrano u grafu G},

Iy(x) ={ueV|d(ux) = d}.
Do kraja dokaza posmatrat éemo razdaljinsku particiju vrha x u G. Primijetimo da je
I (x) = {v eV]d(u,x) =1posmatrano u grafu G}=T,(x) U --- U T (x) i
L,(x) = {v € V|d(u,x) = 2 posmatrano u grafu G} = I (x).

Jasno je da je |[;(x)| =n — k — 1. Neka je z € I'; (x). Vrhovi x i z nisu susjedni u grafu G. Tada
je Ii(x) nT1(z2)| =n—k — 1 — by. Naime, b, vrhova je bilo susjedno s vthom z u grafu G, a
na udaljenosti 2 od vrha x. To zna¢i da vrh z neée biti susjedan s tim vrhovima u G, dok ¢e vrh x
biti susjedan. Ako bi medu susjedima vrha x u G bio jo$ neki vrh koji nije susjedan sa z u G, to bi
znacilo da je taj vrh bio susjedan sa z, a nije sa x u G, i to bi povlacilo da je taj vrh na udaljenosti
2 od vrha x u G, pa se ve¢ nalazi medu ovih b; vrhova koje smo odbili od ukupnog broja susjeda
vthax uG.

Neka je sada u € I, (x). Tada postoji ¢, zajednickih susjeda vrhova u i x u grafu G. Otuda
broj zajedni¢kih vthovau grafu G je [ (x) N[(w)|=n—k—-1—a,— b,—1=n—-k—1-—
a,—b,— c;+c;—1=n—k—-1—-k+ c;—1=n—-2k—2+ ¢c;. Ako je uelz(x)UuU
-+U Ty (x), tada u i x nemaju zajednickih susjedau G, paje [II;(x) N[ (w)| =n—k—-1—k —
1 =n — 2k — 2. Time je dokaz propozicije zavrSen. m

Korolar 1: Neka vrijede pretpostavke Propozicije 1 i neka je dijametar grafa G = (V,E)
d = 3. Tada dvostruko regularan graf G ima ta¢no 4 svojstvene vrijednosti.

Dokaz: Poznato je da udaljeno-regularni grafovi dijametra d imaju d + 1 razli¢itih
svojstvenih vrijednosti ([5], [3, str. 178]). Povrh toga, svojstvene vrijednosti od G = (V,E) su
svojstvene vrijednosti sljedece (d + 1) X (d + 1) tridijagonalne matrice:

a, b, 0 L 0
¢ a b M 0
M ¢ a L M.
M MO gq,, b,

0 0L ¢ a

Komplement povezanog regularnog grafa s ¢etiri svojstvene vrijednosti takoder je takav graf, osim
ako je nepovezan (vidjeti[6]).
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Propozicija 2: Neka G' = (V',E') oznafava udaljeno-regularan graf s n’ vrhova i
presje¢nim nizom {k’, by, ..., b;_1; ¢, ..., C4y ineka G" = (V" E"") oznadava jako regularan graf s
parametrima (n", k", 1", u""). Akoje G = G'UG",a; = A", k' = k" id = 3, onda je G CDRG-
graf s parametrima (n' + n", '+ n"" —k'—1,n"+ n" —2k" +aj; n' + n" —2k' =2+ 4",
n'+n"" —2k'—2+cy,n" + n'" -2k —-2).

Dokaz: Izaberimo proizvoljno x € V'iy € V". Posmatrajmo razdaljinske particije vrhova
x 1y u grafovima G' i G’ respektivno:

I (x) =={v € V'|d(v,x) = 1 posmatrano u grafu G'},
I, (x) == {v € V'|d(v,x) = 2 posmatrano u grafu G'},

[;(x) == {u € V'|d(u,x) = d,posmatrano u grafu G'},
I'(y) =={v e V"|d(v,y) = 1 posmatrano u grafu G"},
L) ={veV"'|ld(v,y) = 2 posmatrano u grafu G'"}.
Primijetimo da je [T (x)| = k', ;)| + -+ [TjG)|=n"—k'— 1, 'O =k"i |0 )| =
n'" —k" —1.
Do kraja dokaza posmatrat éemo razdaljinske particije vrhova x i y u G. Primijetimo da je
[(x) = {veV'uV"|d(u,x) = 1posmatrano u grafu G}
=L@ U--uu{yul' (UL ()i
LO)= {weVv' uV'ldl,y) = 1 posmatrano u grafu G}
=) U-UTij(x) U (y) U {x}.
Jasno je da je |3 (x)| = | (¥)| ako i samo ako je k' = k" i da je u tom sluéaju |I;(x)| =n’ +
n" — k' — 1. Dakle, ako je k' = k" onda je I regularan graf valencije n’ + n" — k' — 1.

Akoje z € T (x), tada x i z nisu susjedni u T. a] oznacava broj susjeda vrha x na udaljenosti
1 od vrha z, drugim rije¢ima to je broj zajedni¢kih susjeda vrhova x i z u G'. Za svako z €
I[(x)imamo |G(x) NG (2)|=n"+n"—-2k'+a)=n"+n"—k'—1—b;] i za svako w €
I/'(y) imamo |T;(y) NnTi(w)| =n' +n” —2k" — 2+ 1. Ovo impliciradaje |T;(x) N T} (2)| =
u = |I;(y) nT;(w)]| ako i samo ako je aj = A"

Neka je u € [3(x) . Tada su u i x susjedni u . Za svako u € I}(x) imamo
L) NTw)|=n"—k'—1—a,—b,—1+n" =n"+n" -2k’ —2+c, i za svako v €
I,'(y) imamo |[(Y) NTL(w)| =n" +n" —2k" =2+ u".
Za svaki z € T3(x) U - U T (x), Ii(x) nT1(2)| =n’ + n” — 2k’ — 2. Takoder, za svako w €
V', () nTi(w)| = I () nT1(2)| = n' +n" — 2k" — 2.
Time je dokaz propozicije zavrSen.

Propozicija 3: Neka Gl(i) = (Vl(i),El(i)) oznacava jako regularan graf s parametrima

(n(i),k(i), agi),céi)) (1<i<l)ineka Gz(j) = (Vz(j), Ez(j)) oznacava udaljeno-regularan graf s
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n¥ vrhova (l+1 <j < h) ispresjecnim nizom {k(j),bij), . bé’}l; cij), . cc(ij)}, gdjejed = 3

il+1<j<h AkojeG =GP UGPU-UGcP U6 u--u G ondaje G CDRG-graf s

n=nW+. +n® + nWD 4 ... 4 n® yrhova, valencije k = n™® + -+ n® + nD 4 ... 4

n® — k@ —1 i parametrom u=n® + .4 n® 4 0D 4@ 2@ 4 ¢ axo

samo ako je kM = k@ = ... = kO = gD = ... = (W) § ail) - agz) S ail) = = agh).
Dokaz: Slicno dokazu Propozicije 3.

Konstrukcija dvostruko regularnog grafa pomocu k-regularnog grafa

Propozicija 4: Neka je G = (V,E) k-regularan graf s n vrhova, dijametra d > 2, s
osobinom da postoji cijeli broj A, takav da za svako x € V i y € I3 (x) vrijedi: |I[;(x) N T;(y)| =
A.Tadaje G CDRG-grafs n vrhova, valencijen — k — 1 pri emu je u = n — 2k + A.

Dokaz: Neka je x € V proizvoljan vrh. Posmatrajmo razdaljinsku particiju vrha x u G.
Uvedimo oznake: M; = I} (x), M, = I (x), ..., My = I[;(x) posmatrano u grafu G.

Do kraja dokaza posmatrat ¢emo razdaljinsku particiju vrha x u G. O¢ito je I} (x) = M, U ..U
My, T,(x) = M. Jasnojedaje I (x)|=n—k — 1.

Ako je z € T,(x), tada x i z nisu susjedni u G, ali jesu u G, pa u G imaju A zajednickih susjeda.
Otuda je: [T} (z) N T; (x)| = n — 2k + A. Time je dokazana tvrdnja propozicije.

Na isti nacin se dokaze i:

Propozicija 5: Neka su G; = (V,E;), G, = (V5,E5), ..., Gy, = (Vy,, Ep), h = 0, k-regularni
grafovi s n; (1 < i < h) vrhova respektivno i dijametra d = 2, te sa sljede¢om osobinom: postoji
cijeli broj A takavdajezasvex € V; UV, U ..UV, iy € I (x), |y (x) nTy(y)| = 1. Akoje G =
G, UGy U ..U Gy, tada je G CDRG-graf valencije n; +n, +-+n, —k—liu=n, +n, +
et ny — 2k + A

Primjedba 1: Ako je G = (V, E') nepovezan graf, tada je njegov spektar unija svih spektara
njegovih komponenti povezanosti. Osim toga, ako je graf G k-regularan i ima svojstvene vrijednosti
k=0,>86,=- =0, tada su svojstvene vrijednosti grafa G:n—k—1,—-1—-6,,..,—1— 0,
(vidjeti [3]). Perron—Frobeniusov teorem neposredno implicira da ako je G povezan graf s n > 2
vrhova, onda najvecéa svojstvena vrijednost 4,,,, ima visestrukost 1 (vidjeti [1]). Zbog toga, ako je
G k-regularan graf s [ razli¢itih svojstvenih vrijednosti i s osobinom da postoji cijeli broj 4, takav
da za svako x € V i y € I (x) vrijedi: |T;(x) NT;(y)| = A, tada graf G ima ta¢no [ razli¢itih
svojstvenih vrijednosti.

Zakljucak

Kada se definiSe neka nova klasa elemenata (skup) u matematici, matematicari prvo
razmatraju egzistenciju takvih objekata 1 kardinalnu mo¢ te klase (skupa), ¢ime se opravdavaju
dalja istrazivanja vezana za novu klasu (skup). Proucavaju¢i definicije regularnih, jako regularnih
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1 kvazi-jako regularnih grafova prirodno nam se namece i definicija dvostruko regularnih grafova.
Konstrukcije dvostruko regularnih grafova, radene prema uzoru na konstrukcije kvazi-jako
regularnih grafa (vidjeti [4]), a koje su provedene u ovom radu i u radu [8] pokazuju da ova klasa
grafova ima beskona¢no mnogo elemenata, te da zbog toga zasluzuje i paznju. Primjeri dvostruko
regularnih grafova koji su dobiveni u ovom radu mogu biti od velike koristi prilikom prouc¢avanja
osobina grafova kao $to su: sparivanje, savrSeno sparivanje i /-proSirivost na ovoj klasi grafova.
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